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Chapitre 1 Postulats de la mécanique quantique (Rappels)

|. Chapitre 1: Rappels

|.1.Postulats de la mécanique quantique

La mécanique quantique repose sur un ensemble de postulats. Ces postulats ne sont pas démontres
théoriquement, mais sont basés sur les observations expérimentales. On les accepte comme vrai
puisqu'ils reproduisent tres bien ces observations.

Postulat 1 : Principe de superposition

A chaque systéme physique est associé un espace projectif de Hilbert E. L’état du systéme est défini a chaque instant
t par un vecteur [yp(t)) de E. Tout vecteur qui différe de [yp(t)) par un facteur multiplicatif a € € représente le méme
état physique et est considéré comme équivalent.

Postulat 2 : Grandeurs physiques

A toute grandeur physique mesurable <A correspond un opérateur linéaire hermitien A agissantsur
I’espace des états [E. Cet opérateur est appelé 1’observable associée a la grandeur physique <A

Postulat 3: Mesure des grandeurs physiques

Soit [y(t)) état dans lequel se trouve le systéme au moment ot la mesure de A est effectuée.Quel que
soit [y(t)), les seuls résultats possibles sont les valeurs propres ax de A.

Notons P, le projecteur sur le sous-espace associé a la valeur propre ax (ici supposé discréte et non
dégénérée). La probabilité de trouver la valeur a» de A lors d'une mesure de A est :

:P(an) = |Pn|l/)>|2 = (lplpnlllj) (I' 1)
Le projecteur dans ce cas est simplement :
P, = |(pn)<(pn| OaAl(pn) = anlfpn) (1.2)

- Si anest dégénéreée et le degré de dégénérescence est gn > 1, le projecteur sur le sous-espace
propre associé a la valeur propre ax est :

In
P= ) k)0l (1.3)
i=1
Dans ce cas la probabilité devient :

In
Pla) = IPIY)? = IR = (B 22, [ohXkl [9) = ) Wloi)ohly) (-4

- Dans le cas d'une quantité physique a spectre continu (la position, I'impulsion ou un voltage,
par exemple), la seule prédiction que I'on peut faire a trait a un résultat situédans une plage
de valeurs. La probabilité d'obtenir un résultat compris entre a et da est:

dP(a) = |Py[ih)|*da = (v )| (1.5)

Ou vq est le vecteur propre correspondant a la valeur propre a de I’observable A associée a lagrandeur
physique <A.
Le projecteurP, dans ce cas est simplement :

Po( = |va><va| (16)

Et la probabilité devient :
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dP(0) = |P|P)*da = WlvaXvalp)da = v lh)*da (1.7)

Postulat 4: I’état du systéme : immédiatement apres la mesure

Immeédiatement aprés une mesure de la grandeur physique A ayant donné le résultat a» pour un systéeme
décrit par i), I'état du systeme [ip’) est donné par la projection normée de i) sur le sous-espace propre
associé a an :

P l9p)

¥) = o mar

(1.8)

Postulat 5 : Equation de Schrédinger (Evolution temporelle)

L’¢énergie totale d’un systéme est représentée par une observable H appelé hamiltonien. Cet opérateur
génere 1’évolution du systéme dans le temps, selon 1’équation de Schrédinger

0
ihglll)(t)) = Hly(D) (1.9)

La solution a cette équation, dans le cas ou H est indépendant du temps, est donnée par:

lp (@) = U@)1p(0)) (1.10)
Oou
Ut) = e‘irHt (1.11)
L’opérateur U(t) est appelé opérateur d’évolution et est unitaire:
U=1(t) = Ut() (1.12)

|.1.1. Quantification canonique

En mécanique d’Hamilton, les quantités physiques observables sont des fonctions dans I’espacedes
phases. Si (g, p:) sont les variables canoniques sur cet espace (i = 1,2, -+, N, ou N est le nombre de
degrés de liberté), une observable A correspond a une fonction A(q;, p;). Sur ’espace des phases on
définit ainsi le crochet de Poisson {A, B} entre deux observables :

0A 0B 0BJIA
{A,B} = Z (—————) (1.14)
i dq; 0q; 0q; 0q;

Postulat 6 : quantification canonique

Le passage d’une description classique a une description quantique peut formellement se faire en remplagant la
fonction A(q;, p;) dans I’espace des phases par un opérateur A agissant sur [ et en remplagant le crochet de Poisson
par le commutateur divisé par ih :

{A,B} - %[A,B] = AB — BA (1.15)
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|.1.2. Exercices
Exercice 1 :

Soit dans un probléme a une dimension, une particule dont la fonction d’onde est :
eipox/ h
Vx? + a?

Ou a et pysont des constantes réelles, et N un coefficient de normalisation.

Yx) =N

a. Déterminer N pour que ¥ (x) soit normée.
b. On mesure la position de la particule ; quelle est la probabilité pour que le résultat soit compris entre
a a
-4 L9
7 et + 7
c. Calculer la valeur moyenne de I’impulsion d’une particule ayant i (x) comme fonction d’onde.

. . 1
Indication : [ ——

dx = %arctan(x/a)

Solution

a- Déterminer N pour que ¥ (x) soit normée:

[ v = [ wepra

Oou
) _emipox/h
Pr(x) =N Nrzarm
|l/)(7")|2 _ <N* e~ ipox/h ) <N elPox/h ) _ Ile
x? + a? Vx2 + a2 x? + a?

+o0

1 N
IN|? f ﬁdlezl
x2+a a

—00

2

arctan(x/a)|*y =1

a eipox/h
T\/x2 + a?

b- la probabilité pour que le résultat soit compris entre —% et +%, lorsqu'on mesure la position de la
particule:

Y& =

Pdx = [Y(r)|?dx
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a a
+\/—§ +\/—§
a 1 1 aZn 2
f | (r)|?dx = f —ﬁdx——arctan(x/a)l ‘/— 3 =3
a a Txc+ta _ﬁ TL’
V3 V3

c- la valeur moyenne de I’impulsion d’une particule ayant ¥ (x) comme fonction d’onde:

(P) = fow*oopzp(x)azx= rw*(x) (~ina) pCodax

a ipox/h 0 a elpox/h
- | Bl e
x% + a2 TVx?% + a?

a e lpox/h elPox/h 0
=— Lh)llpo/h—+e‘p0x/h l x
7T_oo VX% t a2 Vx2 + a2 ax\/x2+a2
_alh lpox/h elpox/h a
(P) = ipo/h——=—=+ e'Po*/" — l
\/ﬁ Vx% + a? axm
+o0
<P)—_lhf M : d+f N S
Com Po 21 a2 \/x2+aza9f\/xz+a2 g
ou
0 1 p _1( 1 >+°° _ 0
i@y ra  2\ar+ad)l
in 1 i
—ai _ —ai s
()= =2 | ipo/h oy dr = = ipy /R =
Exercice 2 :

La fonction d’onde d’une particule libre, dans un probléme a une dimension est donnée a I’instant t = 0
par :

+o0

l/)(x; 0) =N f dke_|k|/koeikx

Ou k, et N sont des constantes.

a. Quelle est la probabilité P(p,,0) pour qu’une mesure de I’impulsion effectuée a ’instant t = 0,
donne un résultat compris entre —p; et +p; ? étudier sommairement la fonction P (p,, 0).
b. Que devient cette probabilité P (p,,t) si la mesure est effectuée a I’instant t ? interprétation ?

Solution
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a- La premiére remarque que la relation entre la fonction d’onde de la particule 1 (x, 0) et ) (p, 0) est (la
transformation de Fourier)

+o0
1 — .
Y(x,0) . f dp(p, 0)eP*/?
En substituant k = p/h dans ¥ (x, 0) on obtient :
+o
N —Ipl/hko ,ipx/h
ll}(x’ 0) = E f dpe p/ Oelpx/

La fonction d’onde en représentation p

A partir de la condition de normalisation de la fonction 1 (p, 0) :

+o0

[ 150l e =1

— 00

Alors :

+o0
2m|N|? 2m|N|? hk o
lh | f dpe=2IpI/hko — %[2 (_To)e—2|p|/hko|0] = 27|N|2ky = 1

1
N

la probabilité P(p;,0) pour qu’une mesure de I’impulsion effectuée a I’instant ¢ = 0, donne un résultat
compris entre —p, et +p;:

o~ Ip1/hkq

P(p,0) =

s 1 s 1 hk
- 2 _ _ +p
Pp., 0) = f |1/)(p,0)| dp _h_ko f e 2Pl/Modp _h_ko[z (_70>e 2|p|/hk0|0 1]
—Pb1 —P1

= 1 — e—2lp1l/hko
Alors :
P(py,0) = 1 — e~2IPal/hko
b- L’Hamiltonien d’une particule libre est :

PZ

T 2m
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PZ
Hlp)=— |p)=E
Ip) 5 Ip) = E,|p)

400

(D) = f dplp)plp(©) = f 5, 0)p)dp

— 00

1

Jike

400 +oo
(D)) = f B(p, 0)e~Ert/M|pydp = f e~Ip1/ko g=p2t/2mh ) iy

On déduit immédiatement que

1
e~ Ipl/hko g —p?t/2mh

P(p,t) =

0

si la mesure est effectuée a ’instant t la probabilité P (p,, 0) devient:

+p1 +D1 +Py

- 1 2 _o[p2t, Ipl
P(plrt) = f |1P(p, t)lzdp — h_ko f e—ZIPI/hkoe—zpzt/thdp — h_kof e z[mh+ kO]dp
—P1 —P1 0

Exercice 3 :
On considere une particule libre.

a. Montrer, en appliquant le théoréme d’Ehrenfest, que (X) est une fonction linéaire du temps, la valeur
moyenne (P) restant constante.

b. Ecrire les équations d’évolution des valeurs moyennes (X?) et (XP + PX). Intégrer ces équations.

€. En déduire qu’avec une choix convenable de I’origine du temps, I’écart quadratique moyen AX est
donné par :

1
(AX)?% = W(AP)%tz + (AX)3
Ou (AP), et (AX),sont les écarts quadratiques moyens a 1’instant initial.

Solution
a- A partir de 1’équation d’Ehrenfest :
20 i + &
dt —in’ ot
Ou
PZ
H=om
P = ! (P[X,P] + [X,P]P) = ! (Pih + ihP) = ihP
2m|  2m ' ' Tomo T T m
dx)y 1 [ p2 1
ar a<lxﬂl> =m P
d{X) 1
a —m'P
Alors :

(X) =~ (P)t + ()
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d(P 1
e >=l (1P HD + o)

d<P>

Wl l>—°
d<P>
dt

(P) = (P>0
b- les équations d’évolution des valeurs moyennes (X2} et (XP + PX). Intégrer ces équations
20 Lo+ &5
dt  ih" at

Alors :

Ou

[X2,H] = X[X,H] + [X,H]X = %[XP + PX]

d(x? 1
= —(XP + PX)
d(XP + PX) Cft " Jd(XP + PX)
[XP + PX,H] = [XP, H] + [PX, H]
[XP + PX,H] = X[P,H] + [X, HIP + P[X, H] + [P, H]X

ih ih
[XP + PX,H|=—PP+P—P
m m

2ih
[XP + PX,H] = —P?
d(XP +PX) 2

dt m P
(AX)? = (X2) — (X)?
d(AX)® _ d(x?) d(x)
dt  dt dt
=—(XP + PX) — 2(X)—(P>
d2(AX)? 1 d(XP -Ir-nPX) 1 d(X) "o d{P)
T TR L T
2 2
£ =%%<p2>-zi—<P><P>
d*(Ax)* 2 .,
— = 5 (P = (P)? )=—2(AP)0
d*(Ax)?> 2
=2 amy

d(AX)? 2 d(AX)?
dt =W(AP)°H_< dt )0

On suppose que (d(Af)Z) =0
0

1
(AX)? = W(AP)%tZ + (AX)2

Exercice 4 :
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Dans un probléme a une a une dimension, on considére une particule d’énergie potentielle V(X) = —fX,
ou f est une constante positive [V (X)a pour exmeple pour origine I’action du champ de pesanteur, ou
encore 1’action d’un champ ¢électrique uniforme]

a. Ecrire le théoréme d’Ehrenfest pour les valeurs moyennes de la position X et de I’impulsion P de la
particule.

b. Montrer que I’écart quadratique moyen AP ne varie pas au cours du temps.

c. Ecrire I’équation de Schrodinger en représentation {|p)}. En déduire une relation entre

2 |(plp(t))? et ;—p [(p|(£))|2. Intégrer I"équation ainsi obtenue ; interprétation physique.

Solution
a-le théoréeme d’Ehrenfest pour les valeurs moyennes de la position X et de I’impulsion P de la particule

Xy 1

2
OuH =P——fXaI0rs:
2m

A
[P, H1 = lP,%—le = lP'%l +[P,—fX]= —iha(gﬁx) = ihf
0.,

b- I’écart quadratique moyen AP ne varie pas au cours du temps?

d(P? 1
[P2, H] = P[P,H] + [P,H]P = 2ihfP
d(P?
<dt )= 25py

(AP)? = (P?) — (P)?

d(AP)?  d(P?) d(P)
a - a2

d(AP)?

—— = 2f(P) = 2(P)f = 0

Alors ;
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(AP)? = (AP)3 = Cte
c- L’équation de Schrodinger :

.0

ih= () = HIp(©)

I’équation de Schrodinger en représentation {|p)} :

0
ih == (Pl () = (plH[p(®))
_ha B P2 v
iho Pl (6)) = (p] l% —f l [ (©))
0 _ o P
ih Pl () = (pl5— 1Y) — PIfX Y ()

0 2
ih == (PP () = 7= Pl (©) — FPIXP©)

Ou
400

(PIXIp(D)) = f (PLOGIX () dx = j X(plY (D)) dx

—00

T 170
— —ipx/h — i —ipx/h
pIX|(@®) W_L xe”PH x| (t))dx ml} ih,e PN x i ())dx

(PIXIp(D) = ihaa—p j e-fpx/h<x|¢(t)>dx‘ - ih:—p@w(t»

1

0 P 2
ih 5 PIV(O) = S (PROO) — ihf - (pl(©)

L0 [p* ., 0]
th(plw(t)) =lzm th%_ (plw(0))
0 _[p? " 0 |
l &lp(p' t) - -ﬁ_L f%- l/)(p, t)
2 K e, . _ 0y (p.0) N )
57| PR = - [, O = (¥ . OY(p, ) = ——3 — Y, O) + " (p, ) —-
G _17p? . 0P, 1)
a . 1 [p® . L 0Y*(pt)
alp (p' t) - _E[ﬁw (p' t) + lhf ap l
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1 , )
21t = == [ (o) + iy 2 )]w(p,t)+ v (o, )[—w(p, ) — ihf "’(p 2

d
3¢ [P = ~f

Y~ (p, t) \ aP(p, t)
IT lp(p! t) + l/] (p' t) ap

F) 0
P d
PO = —f—ap (PN

d
3 V@ O = f SO . (E.4.2)

Pour trouver l'unique solution correspondant a un probleme physique bien pose, il faut se donner en plus
une certaine condition, par exemple une condition initiale, en disant ce que vaut la fonction ¢(p, t) a un
certain instant, en posant (et en exploitant) la conditiong(p,t = 0) = ¢,(p) ou ¢,(p) est une fonction
donnée.

Par inspection de I'équation (E. 4.1), on voit que n'importe quelle fonction vy de la forme ¢(Q = p — ft)

est solution; en effeta¢(Q) O‘Z;Q)‘;—f = fad’(Q), qui reconstitue(A),( ¢ (p,t) = [P (p,t)|?) au nom des

variables pres. Pour Ilnstant, la fonction ¢>est quelconque ; on la trouve en écrivant queg(p —

ft)ls=ocoincide avec I'état initial prescrit ¢(p),s0itgp(p) = ¢po(p), d'oup(p — ft) = ¢po(p — ft), soit
finalement :

d(,t) = Po(p — f1)
Alors :
Y@, OI* = [Po(p — fOI?

Le module carre du paquet d'ondes en représentation-p est donc simplement le module carre du paquet de
départ, translate en bloc de ft, qui est la variation de I'impulsion entre t = 0 et t sous I'effet du champ
constant applique (champ constant = vitesse augmentant linéairement en temps). Pour une particule
uniformément accélérée, le paquet d'ondes en impulsion ne s'étale pas mais se déplace en bloc a la vitesse
ft si elle était nulle au départ.

Exercice 5 :
Une particule est décrite par la fonction d’onde :
- 1
pO=(2) ‘ez
Calculer Ax et Ap, et vérifier la relation d’incertitude.

1
. . + + 2l =
Indication : [ x%e~%"dx = 2 [ x%e % dx = (g) = |2

2az

Solution
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On commence par le calcule de (x) :
(X) = (pIXIp) = f WIX ) (xlp)dx = f xllpdx = | x @wedx
(X) = f xll/)(x)lzdx—f f xe % dx =0
(X2) = (pIX2[yp) = f WX ) (xlp)dx = f = [ w9 opeods

(x) = f 2o = [ f e~ i

Oou
+00 +00 1 —oo 1 +00 1
2 —axzd — —ax? dx = (_ —ax2> —ax dx = z
f x-e X -]- x(xe ) X X —zae +2a X = oa

400

(X?%) = f 2|1/)(x)|2dx—\f f x%e X dx—\/a I

1
= V{X?%) — (X) =\/T_a

. ? 1 ipx  ax?
o) = m e hlp(x)dx—\/%fe_%(z) o ar = (%) “ Lipx _

—a e he 2 dx
T

1 1
_ 1 n‘z’Zn_Pz 1 /1\& _p°
= - — A2 — — [ — K2
v 21th (a) a e Vﬁ(na) e

5= L (L o

400 400

(Py = (W|PlY) = J(tl)IPIp)(lel))dp— fpﬁ/)lp)(plnb)dp— J pP*(p)Y(p)dp

— 00 — 00

400

[

®r= [ plie)fap =1 (=) f pe Wy = 0

—00
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+o0 1 4o 1
_ 1/1\2 p? 1/71\2 ah?
2 = 2 2 = —|— _? :—(—) 2 2 [ p—
(P?) f p*[P ()| dp h(m) f pe ardp = +(— Vah?n2ah? = =

AP = \[(P2) — (P)? = h\/g
Ax.ap ="
)

Exercice 6 :

Considérons un systeme son I'namiltonien H et un opérateur A sont donnés par les matrices

1 -1 0 0 4 0
H=¢g|-1 1 0|, A=al4 0 1)
0 0 -1 010

Ou &, a une dimension de 1’énergie.

a. Sinous mesurons I’énergie du systéme quelles sont les valeurs possibles.

b. Supposons quand on a mesurer 1’énergie, on a trouvé la valeur —g,. Immédiatement apres, nous
mesurons A. quelles sont les valeurs que nous allons trouver et avec quelles probabilités.

c. Calculer I’incertitude AA

Solution
a- L’équation aux valeurs propres :
1-12 -1 0
det[H—-AI] =0 =>€0<—1 1-1 0 >=0
0 0 -1-1
Alors :
A-DA-DE1-H-CEDEDELI-H =0
(-1-D[A-D*-1]=0
(-1-DI2-D(ED]=0
Les valeurs propres sont :
E; =0,E, = —¢&y, E3 = 2¢

Soient |¢4), |p,) et |@3) les vecteurs propres de H correspondant aux valeurs propres E,,E, et Eg
respectivement.

Hlp1) = Eq|pq)

1 -1 0 a a,
. (_1 o )(3) “k, (3)
0 0 —-1/\"n1 V1
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{ gty — &P =0

—&pq + 80,81 =0
gy1 =0

Alors

a,=pP1=aety; =0

a
lp1) = <“>
0

a
(pilp1)=1=(a « O)X<a>:1 sad’24+a’=1=2a=
0

= =

De méme méthode on trouve

-(3) H

Ces vecteurs propres sont orthonormés.

(b) Si une mesure de I'énergie donne—e,, cela signifie que le systeme est réduit dans I'état |¢,). Lorsque
nous mesurons immédiatement le prochain observable, A, le systeme est toujours dans I'état |¢,). Le
résultat que nous obtenons lorsqu’on mesure A est donné par l'une de ses valeurs propres. Une

diagonalisation de A donne trois valeurs non dégénérées: a, = —V17a, a, = 0 et a; = V17a; leurs
vecteurs propres respectifs sont donnés par

1 (4 1 (1 1 (4
las) = ﬁ(-\iﬁ) laz) = ﬁ(i}) et |az) = ﬁ(\/?)

Ainsi, lors de la mesure de A sur un systeme qui se trouve dans I'état |¢,), la probabilité de trouver —/17a
est donnée par :

2

_ 2o | L :
Pi(ay) = ail@)|* = ‘\/3—4(4 17 1) <O>

1 34
De méme, les probabilités de mesurer 0 et vV17a sont :
2
Paan) = lasloal? = = o —o (o) =28
a = a = |— f— = —
2\dz 2192 Ji7 . 17
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2
1
V34

Puisque le systéme, quand on mesure A est dans I'état |¢,), I'incertitude sur A est donnée par :

24 = JTE = AT = [(0,14%102) — (p:1A102)"

0 4 0\ /0
(@2|Al@z) =a(0 0 1)(4 0 1><o>=o

Ps(as) = [{as|@,)|? = 34

0
4 V17 D <0>
1

0 1 0/\1
0 4 0\/0 4 0\/O
(0214%| @) =a*(0 0 1) (4 0 1> (4 0 1) <0> = q?
0 1 0/\0 1 0/\1

Donc on obtient AA = a
Exercice 7 :

Considérons un systeme dont I'état initial 0 et I'Hamiltonien sont donnés par :

1/3 300
|¢(0))=§(0>, H=<0 0 5)
4 0 50

a. Si une mesure de I'énergie est effectuée, quelles valeurs obtiendrons-nous et avec quelles
probabilités ?

b. Trouver I'état du systéme plus tard a I’instant t; vous devrez peut-étre développer [ (0)) en fonction
des vecteurs propres de H.

c. Trouver I'énergie totale du systeme a t = 0 et tout autre temps t; ces valeurs sont-elles différentes?

d. est-ce que {ﬁ } forme un ensembles complet d’observables qui commutent ?

Solution

a- Une mesure de I'énergie donne les valeurs : E; = —5,E, = 3, E; = 5;les vecteurs propres respectifs
(orthonormés) de ces valeurs sont :

1 /0 1 1 /0
lp1) = ﬁ<_11>' lp,) = (8) et |p3) = ﬁ(i)

Les probabilités de trouver les valeurs E; = —5,E, = 3, E; = 5 sont données par

2

.1 3
Py (Ey) = K19 (0))|* = ‘ﬁ(o -1 1) (0)

4 25
1 3 2 9
Py(E;) = Koo lp(O)IP=|=(1 0 00| ==
5 4 25
3 2
Py(Es) = s w2 = =0 1 Do) =—
3l s vz 2|
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b- Pour trouver |y (t)), nous devons développer | (0)) en termes de vecteurs propres

won = (3 _loaend)won = (3 o) =D _loenwo)

n=1

Les vecteurs propres de H forment une base. Donc.

lp(0)) = Z =1<<pn|¢(0)>l<pn> = (@1|Y(0))@1) + (@2|¥(0))@2) + (@3] (0))|@3)

2V 2
) = 221 + 21+ 22 1)

iHt 2
lp (@) = U(t)ll/J(O))—e__ll/J(O))—e__<£|<p1)+ lp2) + \/_I<P3)>

iH

242 _int 3 _it 2V2 _int
|1/)(t))=T€ h |§01)+§€ Rl,) +——e T |ps3)

5
2\/5 i 3 i V2 _iEs
e P T i P
3 2
() = ieT|<p1>+ e h|<p2>+Tfeh|<o3>

c- L'énergie totale du systtmeat =0 :

2V2 ~[2V2 3 2vV2
E©) = (w(O)|Alw(©) = (i«am (@] + Sf«m)H(?fkol)+§|¢2>+Tf|<p3>)

8 9 8
E(0) = >z (q)llqu)l) o (<pz|H|<pz) 25(<p3|H|<p3)

27
E(0) ——( 5)+—(3)+—(5) =3z

L'énergie totale du systeme a t:

E(®) = ((®|H|lw(®))

24/2 st 3 i3t 24/2 st (242 _ist 3 i3t
=<T€h<(ﬂ1|+ eh(<ﬂz|+Te h<<P2|>H<T€ h|<P1)+§€ A py)
2V2 st
+Teh|<ﬂ3)>

§ ist st 9 it it § _ist ist
E(t)zﬁehe h(<p1|H|<p1)+£eﬁe h(‘P2|H|(P2)+Ee heh(‘/’3|H|<P3>

8 9 8 27
E(t) =£(_5)+£(3)+E(5) =5z

Comme prévu, E(t) = E(0) parce que? =0
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Les valeurs propres |¢4), |92), |¢3) de H ne sont pas dégénerés, ils forment une base orthonormee. Ainsi,
{ﬁ } forme un ensembles complet d’observables qui commutent

Exercice 8:
On considere une particule de masse m, soumise au potentiel :

{V(x)=0 si 0<x<a
V(ix) =0 si x<Ooux>a

i R . . . 2 2h2 .y
On appelle |¢@,) les états propres de I’hamiltonien H du systéme, de valeurs propres E,, = nz:lT L’état de
la particule a I’instant t = 0 est :

3 3 1
|1/J(0))=\/;|<P1)+ E|<P3>+\/T—0|<P5)

a. Quelle sont les valeurs et leurs probabilités, lorsque I’on mesure 1’énergie de la particule dans 1’état

[¥(0)) ?

b. Quelle sont les valeurs moyennes est 1’écart quadratique moyen de 1’énergie de la particule dans
I’état |y (0)) ?

c. Calculer le vecteur d’état |y (t)) a I’instant t. Les résultats trouvés en a et b a I’instant t=0 restent-
ils exacts a un instant t quelconque ?

Solution

a- Le potentiel est nul pour 0 < x < a, infini partout ailleurs.

Ho() = Fp() = — 200 _
= - —— =
pix pLx 2m dx? 14
Ou encore:
0% 2mE
W-I_ h2g0=0, 0<x<a
Posons : k = 2;;'5, @ (x) doit étre nulle en-dehors de I’intervalle [0, a], et continue en x = 0 ainsi qu’en

x=a.orpour0<x<a:
@(x) = Ae™ ¥ 4+ Ale~tkx
Comme ¢(0) = 0, en déduit que A" = A4, ce qui entraine :
@(x) = 2iAsin(kx)

De plus, ¢(a) = 0, de sorte que :

nm
k=—
a

Ou n est entier positif quelconque. Si la fonction ¢ (x), compte tenu de la valeur de k :
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Pn(x) = \/gsin (T%Tx)

D’¢énergies :
n®m?h?
" 2ma?
. . N . : n2m2h? A
Si une mesure est effectuée sur le systéme, on obtiendrait E,, = S—-avecune probabilité correspondante

de?,(E,) = [{p, |¥(0))]|?. Etant donné que la fonction d'onde initiale |1(0)) ne contient que trois états

propres de H, |@1),|@,) et |p3), les résultats des mesures d'énergie ainsi que les probabilités
correspondantes sont :

. 2p? 3

B = (o|Ap) =, Pi(ED) = (@) = 2
B _ B 9r?h? B , 3

E, = (ps]|H[p(0)) = Tz Pr(Ez) = Kozl (0)|* = 10
B _ B 2512 h? B , 1
E5 = (ps|H[p(0)) = Sl P3(E3) = Koslp(0)* = 1

b- les valeurs moyennes est I’écart quadratique moyen de 1’énergie de la particule dans 1’état |y (0))

1 2912 h?
EZ + N

E,=——
10 2~ 10ma?

= 3 3
(E) = (p(O)|A[p(0)) = Z:pn(gn)En =SB+

<E2)_< (0)|ﬁ2| (O))—ij (E )E2_3E2+ 3 E2 4 1 52 _2187‘[4f7,4
—l/) l/J - n\~n n_51 102 10n—10m2a4
n

AE = (BT <E>2_j218n4h4 841m2h? _ V1339n%h?

10m2a* 100ma? 10ma?

le vecteur d’état |y (t)) a ’instant ¢:

i i 3 3 1
B@) = VOO = e 7 PO =™ h £|<p1>+ 15109+ =l0)

3 _iEt 3 _iEt 1 _iEst
= |= [ - h — A
lp(t)) ce lp1) + T0¢ lp3) + T l@s)

les résultats des mesures d'énergie ainsi que les probabilités correspondantes a l'instant t sont :

232

~ h
B = {p|Ap©) =5 Pi(E) = Kpslp(O) =

—~ 9n“h
E, = <(P3|H|'~/J(t)) = oma?’ Po(Ez) = Koslp@®)I* =

= vl W
o|°" I




Chapitre 1 Postulats de la mécanique quantique (Rappels)

_ 25m%h? , 1
Es = (ps|H|[Y(®) = Sma? P3(E3) = Koslp ()M = 10

les valeurs moyennes est 1’écart quadratique moyen de 1’énergie de la particule dans 1’état | (t))

3 1 2972 h?
—E, +—

R 3
(E) = (W(@|H|p®) = Zn:?n(En)E” =5ttt 05 T Toma

R 3 3 1 2181*h*

2y — 2 = f =Bl +—E} + —Ef =———
(B?) = (OB [p(©) = ) Pa(BnER = £ B + s B} + B2 = =
n

AE = (BT <E)2—j218n4h4 841m2h?  V1339m2h?

10m2a* 100ma? 10ma?

Les résultats trouvés en a et b a I’instant t=0 restent échanger a un instant t quelconque
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Il.Chapitre 2 Le moment cinétique
[1.1.  Théorie générale

I1.1.1.Le moment cinétique en mécanique classique.
En mécanique classique Le moment cinétique d'une particule de position # et de quantité de mouvement p
est défini par:

L=7x%xp (11.1.1)
avec les composantes:
Ly =yp, — zp,
Ly, = zpy — xp, (I11.1.2)
L, = xXpy — yDx

Pour un systeme isolé, le moment cinétique total est une constante du mouvement:

=0 (11.1.3)

S

[1.1.2.Le moment cinétique en mécanique quantique

[1.1.2.1. Moments cinétiques orbitaux
La généralisation au cas quantique du moment cinétique se fait facilement en utilisant les régles de
quantification: aux variables x,y et z on associe les observables X,Y et Z, et aux variables d'impulsion
Dx, Dy €t p, les observables Py, P, et P;:

L=#%xp->L=RxP (11.1.4)
L, =YP,—ZP,
L, = ZP, — XP, (11.1.5)
L, =XP,—YP,
avec P, = >—,P, = %aa—y etp, = -—

11.1.2.2. Relations de commutation
En utilisant les relations de commutation:

R;,R;|=0, [P,P;|=0, |R;P:|=ihé;; pouri,j = x,y,2 (11.1.4)
j j

on obtient:
=0 =0
L., L,]| =[YP,—ZP,,ZP. — XP,| = [YP,,ZP,] — [YP,,XP,] — [ZP,, ZP,] + [ZP,, XF,]
[Ly,Ly] = [YP,ZP,] + [ZP,, XP,] (11.1.5)

=0 =—ih =0 =0
—_——

[YP,,ZP| =YZ [P, P+ Y|P, Z] P, + |Y,Z| PP, + Z [Y,P,] P,
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[YP,, ZP,] = —ihYP, (11.1.6)
de méme méthode on trouve:
[zP,, XP,| = inXP, (11.1.7)
on substituant les équations (I1.1.6) et (I1.1.7) dans (I1.1.5), on trouve:
[Ly,Ly| = —ihYP, + ihXP, = ih(XP, —YP,)
[Ly, Ly] = AL, (11.1.8)
et méme pour les autres commutateurs:

[Ly, L,| =iRhL,

_ (11.1.9)
[Ly Ly] = iAL,,

[1.1.3. Théorie générale du moment cinétique
les résultats précédents sont aussi valables pour le moment cinétique totale J défini par:

J=L+S§ (11.1.10)
ol S est le moment cinétique de spin de I'électron.
soit:

[]x']y] = lh]z
Uy J2) = it (11.1.11)
[]zr]x] = lh]y

de méme, on montre que le carré du moment cinétique:

JP=] T =]+ ]2+ )2 (11.1.12)
commute avec les trois composantes J, /,, et J,
U271=0%)i1=0 pouri = x,y,z (11.1.13)

On constate que les différentes composantes du moment cinétique sont incompatibles, c’est-a dire qu’on
ne peut pas les mesurer simultanément. Le vecteur moment J ne peut donc pas étre mesuré en tant que
vecteur. Par contre, la grandeur au carré /> commute avec chacune des composantes/,, J,, et J, de J.On peut
donc mesurer simultanément la grandeur du moment cinétique et I’une de ses composantes, mais pas deux
composantes simultanément. On choisira ici d’étudier les vecteurs propres de {J?,],} . Notons que nous
aurions pu choisir J, ou J,, sans affecter les résultats, il est simplement coutume de choisir /.

[1.1.4.Quantification du moment cinétique

11.1.4.1. Valeurs propres de]?et],
Comme [J2,],] = 0, I'ensemble {J?,],} forme un Ensembles complets d’observables qui commutent (ECOC),

les deux opérateurs possedent donc des vecteurs propres communs |a, m). a distingue les états propres de
J? tandis que m désigne les états propres de J, :
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J.la,m) = mhla,m), J*|la,m) = ah?|j,m) (11.1.14)
h et A% sont introduits de fagcon a ce que Les facteurs a et m soient sans unité, puisque ] a les unités de .

[1.1.4.2. Lesopérateurs],  et]_:
Afin de déterminer les valeurs propres de J? et J,, nous utilisons les opérateurs |, et J_ définis par:

Je=letily  Jo=J—ily (I1.1.15)
en utilisant les relations (I1.1.11), ], et J_ obéissent aux relations de commutations suivantes:
[]ZJ]i] = O' UZ']i‘] = ih]i-; []+']—] = Zh]Z (II 116)

On démontre facilement que:
Jels =J? =2 £ 1, (11.1.17)
en effet:
JeJz = Ux £ Uy)Ux F iy)
=3 +J5 Fildy = Jy)x)
=Jz + 15 Fi([x)y])
=Ji +J5 FiCih),)

Puisque les operateurs J. ne commutent pas avec J,, les kets |j, m) ne sont pas kets propres de .. En utilisant
les relations de commutations obtenues (11.1.16), on peut Vérifie que

]2Ui|a1m>] :]i[lzlatm)] = ahz[]i|a,m)] (11118)
]Z[/ila' m)] = (Ii]z t lh]i)la'm> = (m * 1)h[]i|aim>] (II 119)

Ainsi, le ket J,|a,m) est un vecteur propre de J% et J, avec les valeurs propres ah? et (m + 1)h,
respectivement. Sinon, il est égal au vecteur nul. On déduit donc que J4|a, m) est proportionnel au ket
|, m + 1), ce que I'on peut écrire comme:

Jila,m)y = ck,la,m+ 1) (11.1.20)

oll cZ, est un facteur de phase a déterminer. I'application répétée des operateurs /. permet d'engendrer une
série de vecteurs du méme sous-espace propre o de ]2 mais correspondant a des valeurs propres de ], qui
différent de m par un entier positif ou negatif. on dira donc que les J; sont des opérateurs d'échelle.
sachant que les normes sont toujours positives :

Welemliz =0, |Jylem)|’ =0 (11.1.21)
La somme de deux nombres positifs étant elle-méme positive, on a donc:
/x|, m)||* + ||]y|0(,m)||2 >0 o (a,m|[}]|a,m) + {(a,m|]|em) =0
= (a, m|J?|a, m) + (a,m|J?|a,m) = 0
= (a,m|(JZ +J2)|a,m) =0

= (a,m|(J* = JD)|a,m) =0
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= (a—m?)h?2 >0
= a = m? (11.1.22)

Remarquons maintenant que pour une valeur donnée de a, il existe une valeur minimale et maximale
permise pour m. Notant m,,, la valeur maximale de m, il existe donc un état |a, m,,,4,) qui ne peut étre
augmenté par l'action de J, :

Jila, Mpgy) =0 (11.1.23)

la multiplication de I'équation (I1.1.23) par ]_ et en utilisant I'équation (11.1.17), on obtient:
JJ+la, Myax) = 0
U? = JZ = W )la, Myay) = 0
(ah? = Mpxh? — Mupax )6, M) = 0
= a& = Myge(Mpmax + 1) (11.1.24)

De la méme facon, si I'on applique N fois lI'opérateur d'échelle J_ sur |a, m,,,,) on doit éventuellement
atteindre un état |a, m,,,;,,) tel que:

J_la, M) =0 (11.1.25)
de méme la multiplication de I'équation (I1.1.25) par ], et en utilisant I'équation (/1.1.17), on obtient:
a =My (Mpin — 1) (11.1.26)
a partir des équations (/1.1.24) et (I11.1.26) on obtient:
Mmax(Mmax + 1) = M (Mpin — 1) (11.1.27)
Si nous avons pris m,, 4, comme variable, cette équation a deux racines:
Mpmax = —Mmin (11.1.28)

la deuxieme racine my,,x = mpy;, — 1, n'est pas acceptable car m,;, est par définition la valeur la plus
petite.
a partir de ket |a, m,,,4,) pour obtenir le ket |a, m,,,;,) il faut appliquer J_ N fois, ce qui donne:
N
Mpay = Mpyip + N = My = E
ou N est un entier positif.
Introduisant maintenant une notation standard en mécanique quantique, nous écrirons
N 1 3

Mpyax = J =5 =0,5,1,5- (11.1.29)
Dans cette notation, et en utilisant. (I1.1.24), les valeurs propres de J? sont donc
a=jG+1) (11.1.30)
et les valeurs propres m de J, sont donc restreintes aux entiers ou demi-entiers compris entre:
—j<m<j (11.1.31)
les valeurs possibles de m sont les 2j + 1 valeurs :
m=j,j—1,j—2,,1—j,—j (11.1.32)
De méme, dans cette notation on a les equations aux valeurs propres suivantes:
Jla,m) = j(j + 1)A?|j, m) (I11.1.33)
J-la,m) = mhlj,m) (2.34)

[1.1.4.3. Valeurs propresde], et]_
a partir de I'équation (/1.1.20) et I'équation (11.1.17):

|cgml® = (@ m|/3]|a,m)
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lcgml® = (G, m|(J? = JZ F hJ)|j, m)
lczml? = [iG + 1) —m(m £ 1)]h?
En choisissant +1 pour la phase globale arbitraire, on a donc

Jelivm) = 1jG + 1) —m@m £ D]j,m + 1) (11.1.35)

I1.1.5.représentation matricielle du moment cinétique
Les différents états propres associés a une valeur donnée de j forment la base d’un espace E; dans lequel
I’action des trois composantes du moment cinétique est fermée. Autrement dit, les éléments de matrice
(j,m'|]J,|j',m") des composantes J, du moment cinétique J sont nuls si j # j'.
pour une valeur donnée de j, I’espace E; , de dimension 2j + 1, chacune des composantes de / a une
représentation matricielle, qu’on peut facilement calculer étant données les relations (I1.1.33), (I1.1.34)
et (11.1.35). En particulier,

(., m'|J;lj, m) = mhady, ) (11.1.36)
Gom Vs lj,m) = iy + 1) = m(m + D1, (11.1.37)
G,m'lJ-lj,m) = AyjG + 1) = m(m — D&y m, (11.1.38)
et comme:
Tt i
Jx = > et], = T (11.1.39)
on obtient:

h
Grm'lljim) = = (GG + D =mm + Dépssm + 1jG+ D = mm = Dép-1m ) (11.1.40)

Nl h — —
(om'l1y i m) = 5 (iG+ D =mm + Db — G+ 1D —mm = Doporpm)  (1.141)
ou nous avons utilisé la relation fermeture et d'orthonormalisation:
j=m
> limgml =1, Gmljm) = Sy (11.142)
j=-m
Donnons quelques exemples des matrices

Hj=0

Leé sous-espaces [E;_ysont de dimension 2 x 0 + 1 = 1, puisque zéro est la seule valeur possible pour m;
les matrices et toutes les matrices sont nuls.

(ii)j =1/2

Les sous-espaces [E;—;/, sont de dimension 2 X 1/2 + 1 = 2 Si I’on prend les vecteurs de base dans cet
ordre (m = 1/2,m = —1/2), on trouve:

h h h —i
=50 20 k=30 o) h=30 )

I1.1.6.Exercices
Exercice 1
1- Calculer les commutateurs suivants:[]l-,]j], U2 J:1, U? J+), Uz J+1 puis calculer I'expression /4 j+

e Lo
Ssachant que [R,R]=0; [P,P]=0; [R,P]=ihé; ol i,j=xY,206;= {o zii ij, et R, =
x,Ry =yetR, =2z

2
2-Montrer que A/, AJ, = % G+ 1) —m?]

3-Montrer que cette relation est cohérente avec:
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h? h?m
A]xA]y = 7'([2)' = 2

Solution
1-
/2]y = |YB, — ZP,, ZP, — XP,|
/v Jy| = [YP,ZP,] — [YP,, XP,] — |ZP,, ZP] + |[ZP,,XF,] (1)
on calcule l'identité [Y P, ZP,] separément:
[YP,,ZP,| = Y|P, ZP,] + [Y,ZP,]P,
=YZ|P, P+ Y|P, Z|P. + Z|Y,P.]P, + |[Y, Z] PP,
=YZ(0)+Y(—in)P, + Z(0)P, + (0)P.P,
[YP,,ZP,] = —ihYP,
de méme méthode, on trouve:
[YP,XP,]=0,[ZP,, ZP] = 0,[ZP,, XP,] = ihXP,
on substituant ces commutateurs dans I'équation (1), on obtient:
[/x.]y] = —iRYP, 4+ 0 + 0 + iRXP, = ih(XP, — YP,) = ifJ,
méme démonstration pour [J,,J,| = i), et [J,,J,] = ikJ,
U2 1] = Uz +J5 +12.)]
= Uz L) + U3 Jx] + UZ.J:]

=0

= IyUy Jxl + Uy Jxlly + 12Uz 0x] + Uz Ji)
= Jy(=itJ,) + (=in))]y, + J.(inJy) + (in)y)],

U2 )] = in(=JyJz = 1y +J2dy +y)z) =0

méme démonstration pour [ J2,],] = 0et[j%],] =0

(V20 =720+ iy =[5 1] +i[J%),] =0
[J21-1=[J%0c — iUy =[50 —i[J2%),] =0

Uzdil = [Jode +ily] = Uz +i[ 12 Jy]

[]z']+] = ih]y + i(—ihJy)
[]z:]+] = h(]x + Uy)

[]Zﬁ]+] = h]+
de méme méthode, on trouve:[],,/_] = —hJ_

Jol- = (x + 1) Ux — ily)
=Jz+ 15— i(xdy = Jylx)
=Ji+15 = ilJx)y]
=Ji +J; —ili],]
J-=J]*=]z+1hJ,
de méme méthode, on trouve:/_j, = J2 — J2 — hJ,
2- tout d'abord on calcule ,

Gy = () = 20+ 500

1 1
Ued = 5 GomlJsljom) + 5 G, ml 1, m)
1 1
(J,) = Eh\/j(j +1)—m@m+1)(jm|jm+1) +Eh\/j(j +1)—m(m—1) (j,m|j,m—1)

=0 0
(Jx) =0

de méme méthode, on trouve (/,) = 0
quant a (JZ) et (JZ) sont donnée par:
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U2 +15) = U* =J2) = U*) = ¢*) = G,mlJ?lj,m) = ¢, mlJ?|j,m)
U2 +J5) = U5 + (3 = r%( + 1) — h*m?

puisque (J£) = (J7):
hZ
Jz)y =z = UG+D —m?]

2

h
=B — ) = J; G+ 1) — m?]

Uy) Uy) \/ G+ 1) —m?]

hZ
A]xA]y = 7[](] +1) _mz]
3- puisque j = m
jG+1) —m? =m(m+ 1) —m?
jG+1)—-m?>=m
2

h h
h
A]xA]y = El]zl

Exercice 2
Considérons une particule de spin j = %

Trouvez les matrices représentant les opérateurs J,, /., J,.J% et J;.dans la base commune des opérateurs

U% )23

Solution
les matrices représentant les opérateurs J,, /., /. J% et 3.

3/2 0 0 0
L’¢élément matriciel (j, m|J,|j', m') = mad; ;6pmm =], = h 8 162 _g/z 8

L’élément matriciel (j, m|J,|j’,m’) = h/j'(G' + 1) —m/(m' + 16 i/ 6 mm’ +1

0 V3 0 0

. 0 0 2 0
=>j,=h

J+ 0 0 0 3

0 0 0 o

L’élément matriciel (j, m|J_|j’,m’) = h/j'(j' + 1) —m/(m’ — 16 j18mm—1

_ [ V3
=>J]_=h 0
0

oONO O
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0 V3 0 0 0 0 0 O
a0 0 2 0+h\/§0 0 0
0 0 0 3 0 2 0 0 0 V3 0 0
J = letl 0 0 0 o 0 0 V3 0 _ﬁ/«@ 0 2 0
*T T T 2 _2\0 2 0 3
0 0 3 o
0 V3 0 0 0 0 0 O
[0 0 2 0)_,(V3 0 0 0
0 0 0 3 0 2 0 0 0 —V3 0 0
]_]+—]__ 0 0 0 o 0 0 V3 0 _@/\/g 0 2 0
T 2i _2\0 2 0 _3
0 0 V3 o
2/0\/5 0 0 /0\/§ 00\ 2/3 0 2\/50\
p=l(v3 0o 20 |[v3 0o 20 |_Ff0 7 0 23
4\0 2 0 \/5\0 2 0 @/ 4\2\/5 0 7 o/
0 0 3 o 0 0 3 o 0 23 0 3

|
2 0 _@/ 4a\l_2y3 0 7 0
0 -23 0 3

Exercice 3:
Considérons une particule de spin J = 1.

(a) Trouvez les matrices représentant les opérateurs/,,Jy,/y,J7 et Jy.dans la base commune des
opérateurs {J2,/,}.

(b) Trouver les niveaux d'énergie (valeurs propres) de cette particule quand son hamiltonien est donné
par :

€o €o

— 2 _ 12\ _ 2

H = K2 (]x ]y) hzjz

Ou &, est une constante ayant les dimensions de I'énergie. Ces niveaux sont-ils dégénérés ?

0
Si le systéme était initialement dans un état propre <1>trouver I'état du systeme a l'instant t.
0

Solution:
a) les matrices représentant les opérateurs J,, J,, /. J7 et J3.

1 0 O
L’¢élément matriciel(j, m|/,|j’,m’) = mhé; ;,6pm: = J, =1 <0 0 0 )

0 0 -1
0 V2 0
L’élément matriciel(j, m|J,|j’,m') = h\/j’(/" + 1) -m'(m' +1)6; ji6pmm1 =)+ =00 0 2
0 o0 0
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0
L’élément matriciel(j, m|J_|j’,m') = A/j'(j' + 1) — m'(m’ — 16 ji0mm-1 > J]-=h V2
0
0 V2 0 0 0 O
alo o vz|+m|v2Z 0 0
Js +J- 0 0 0 0o vz o/ wz/0 1 0
Jo=T%H—= > =—(1 01
0 1 0
0 v2 0 0 0 0
hlo o +2|—h V2 0 0
Je —J- 0 0 0 0 v2 o/ wm2(0 -t 0
]y . - . = l 0 —1
2i 2i 2 .
0 i 0

p2/0 1 0\/0 1 0 p2/1 0 1
]§=7101<101=7020>
01 0/\0 1 0 1 0 1

p2/0 —i 0\/0 —i 0\ p2/1 0 -1
]§=7<i 0 —i)(i 0 —i>=7<0 2 0)
0 i 0/\0 i o0 -1 0 1

b) les niveaux d'énergie (valeurs propres) :

1 0 O 1 0 O 1 0 0
]22=h2<0 0 0)(0 0 O>=h2<0 0 0)
0 0 -1/\0 0 -1 0 0 1

1 0 1 2/1 0 -1 1 0
€0 o g [ h? # £
H:ﬁ(];%_]ﬁ)_ﬁ]zzzﬁ 7(0 2 O)—7<O 3 0> _ﬁfﬂ(o 0

1 0 1

£ 0 0 2 1 0 0 -1 0 1
H =5 0 0 0)J—=¢&|0 O OJ=¢&( 0 O O
2 0 0 0 01 1 0 -1

Les valeurs propres de H :
det[H—A]1=0

-1-1 0 1
0 -1 0
1 0 —-1-2

=0=2C1-DEADELI-D+1=0

A=0
—(1 2 1 =
> (-1 + )2+ DA 0:{,1:_2
Les niveaux d'énergie (valeurs propres) sont :
{ & = —2¢y non dégénérée
&, = 0 dégénérée deux fois

c) I'état du systeme a l'instant t :

Les vecteurs propres de H:

0
0

V2

o O O
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X1

La valeur e; = —2¢,s0n vecteur propre : |&;) = ()ﬁ) dans la base {J2,/,}
A

Hler) = &eq)

-1 0 1 X1 X1
&o 0 0 0 V1| = _280 V1
1 0 -1/ \z Z1
{_xl + Zl = _le

0=-2y; lez—zlety1=0:>|81)=<0>
xl—Zl=—221 Z1

La condition de normalisation :

(g1le))=122z2+z2=1>2 =
1
(%
|€1>:k 0 |
=)
V2

X2 X3
La valeur &, = 0 a deux vecteurs propres : |&,) = (J’z>et le3) = <}’3>dans la base {J2,],}
Z3 Z3

1
V2

Hley) = &;le;)

-1 0 1 X2 X2
€0<0 0 O><)’2 =0<3’2
1 0 -1/ \z; Zy

_x2+Z2=0 0

Z3
0=0y; =x,=2,=0,y,#0 :>|ez)=<y2>0ux2=22¢0y2=0 :>|e3)=<0>
X, — 2, =0 0 Z3

La condition de normalisation :

(€2|€2):1:>)’22:1:>3’2:1, lez) =

~~ -~
O = O
- N~

<€3|€3>:1:Z§+Z§:1$22:

ﬁl |‘S3) =

0
[¥(0)) = <1> = lez)
0

Nl = el
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(D) = e R P(0)) = e R |ey) = e FV|ey) = e R [e) = |en)

Exercice 04 :

On considére un systeme de moment cinétique [ = 1 ; une base de son espace des états est constituée par
les trois vecteurs de L, : [+1),]0), |—1), de valeurs propres respectives +#, 0, —h, et tels que :

Lylm) = AV2|m +)
Ly1)=L_|-1)=0

Ce systeme, qui possede un moment quadripolaire électrique, est plongé dans un gradient de champ
¢lectrique, de sorte que son hamiltonien s’écrit :

w
H=—(L — 1)

L,et L,, sont les composantes de L sur les deux directions Ou et Ov du plans xOz, a 45 degrés de Ox et
0z ; w, est une constante réelle.

1. Ecrire la matrices représentant H dans la base {|+1), |0), |—1)}. Quelles sont les états stationnaires

du systeme, et leurs énergies ? (ces états seront notés |E;), |E,), |Es), rangés par ordre d’énergies
décroissantes).

2. AVlinstant t = 0, le systéme est dans 1’état :
1
1¥(0)) = —=[I+1) — |-1)]
=7
Quel est le vecteur d’état [p(t)) a I’instant t ? & cet instant, on mesure L, ; quelles sont les
probabilités des différents résultats possibles ?
3. Calculer les valeurs moyennes (L,)(t),({L,)(t) et (L,)(t) a I'instant t. Quel est le mouvement
effectué par le vecteur (L) ?
Solution

1- la matrices représentant H dans la base {|+1), |0), |—1)}:

on a.

. 1 R/ 0 1—i 0
Lu=L-u=ﬁ(Lx+Ly)=E<1+i 0 1—i>
2/ 0 1-i 0 0 1-i © R2 /2 0 —2i
Li=7\1+0 0 1-if{1+i 0 1-iJ=-(0 4 0
0 1+i 0 0 1+i O 20 0 2

0 1+i O

Lo, 1 h

Ly=L-v=—(Ly—Ly)==(1-i 0 1+i
0 1-i ©

V2

N |
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n2( 0 1+ 0 0 1+l 0 0 2i
L%‘:T 1-1i 0 1+i|({1—1 1+ 4 0
0 1—-1 0 0 1—l 0 2

0 0 —i
H——(LZ—L%)—th 0 0 0
i 0 O

les énergies du systeme:

det[H—AI] =0
-1 0 —i
0 -2 0[=0=2>-2-D*-i(-WD(D)=0=> -2(A*-1)=0
i 0 -2

A=1 Elzh(l)o

A=-1 \E3=—hw,

les états stationnaires du systeme
X1
- pour la valeur E; = hwy, Soit son vecteur propre |E;) = <x2>

X3
H|E1) = E1|E1>

0 0 —i\ /%1 X1
hw, (0 0 O ) <x2> = hw, <x2>
i 0 O X3 X3

—ix3=x1 —i
{x2=0 :>|E1)=x3<0>
ix1=x3 1

la condition de normalisation donne:

soit:

1
(Ey|Ey) = x5 = —
11+1 3 \/?

o3

1

- pour la valeur E, = 0, soit son vecteur propre |E,) = < 2)
X3

H|E,) = E;|Ey)

0 0 =i\ /%1 X1
hw, <O 0 O ) <x2> =0 <x2>

i 0 O X3 X3

—ix; =0 0
{0><x2=0=>x2 ¢0:>|E1)=x2<1>

ix; =0 0
la condition de normalisation donne:

de méme méthode on trouve:

soit:

(ER|Ez) = x, =1

0
|E;) = |Ey) = <1>
0

on suit la méme méthode, on trouve , pour la valeur E; = —hw,, Son vecteur propre
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w5(3)

lw(®) = U(t)|¢(0)>
lp(@)) = e__t|¢(0)>

les vecteurs propres de H forment une base orthonormée:

3

D BBl =1

n=1
. 3

_iH,

() = e (Z |En><En|> [(0))
n=1

() = (E: [p(0))e " TH1Ey) + (Ex[(0))e ™ T Ey) + (Bl (0))e FE|Es)

le vecteur d’état |y (t)) a I’instant t

ou

1 i—1
(E1|$(0)) = —(L 0 1) <0>
1

1
(E2lp(0))=(0 1 0O)—= (0)

(1) L+1
\/E
i—

La)otlE )

(Es|y(0)) =

(@) =

dans la base {|+1), [0), |—1)}
-1 . 1 (7Y i+1 ., . 1/(t
e~iwot ___| o | = elwot [
2 V2\ 4 2 V2 \y

Y () =
—i(i — e ot — (i + 1)etiwot
lp () = 0
2\/_ (l _ 1)e—iw0t _ (l + 1)e+iw0t
e—iwot + eiwot + L-(e—iwot _ eiwot)
[¥(8)) = 0
2\/_ —Lwot _ eiwot + i(e—iwot _ eiwot)
cos(wyt) + sin(wyt) )

[P () = —< 0
V2 —cos(wyt) + sin(wyt)

1
lY(t)) = ﬁ [(cos(wot) + Sin(a)ot))ll) — (cos(wot) — sin(wot))l—l)]

a cet instant, si I'on mesure L, , on trouve:
h son veteur propre|1)
0 son veteur propre|0)

—h son veteur propre|—1)
les probabilité des différents résultats possibles:

P(h) = (1Y (D)|? = %(cos(a)ot) + sin(a)ot))2 = % + cos(wyt)sin(wyt)
P(0) = KOlyp(t)I*> =0
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1 2 1
P(—h) = {(—1lyp®))|* = 5 (cos(wot) - sin(a)ot)) =5= cos(wot)sin(wyt)

on pose :
1 1
A =—(cos(wot) + sin(w,t)) et B = ——(cos(wot) — sin(wyt))

2 2

A
lp(t)) = (0)
B

B 010
(Lx>(t)=<lp(t)|Lx|lp(t))=ﬁ(A 0 B)((l) (1) é

A 0
(Ly)(t) = T(A 0 B) (A + B> -

(L )(t)—(z/)(t)ILylt/)(t) =
A 0 —i A
ol 5 2

(Ly)y®)=—=( 0 B) <iA—iB>=O
0

ﬁ
1 0 0)\/A
(L)) = Q@)L @) =h(4 0 B)(O 0 0)<0>
p 0 0 —1/\B
(L)y@)=h(4 © B)<0>=h(A2—B2)
—B

= ;((cos(wot) + Sin(a)ot))2 — (cos(wot) — sin(a)ot))z)
(L,)(t) = 2hcos(wyt)sin(wot)
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[1.2.  Application au moment cinétique orbital, harmoniques
sphériques

11.2.1.Moment c1net1que orbital en coordonnées sphériques

L=RxP - —iatxV (11.2.1)
En coordonnées sphériques, le gradient s'exprime par:

V= a+ 16 G, g (11.2.3)
=ér or € ra0 " o rsin(0) d¢ o
et
r=éeretr>00¢€0,nr],€[0,2n]

dans ce cas L s'écrit:

g & 2,
r 0 0 . (, 0 , 1 0 )
- S o g—— 11.2.4
i 10 1 9 th (e"’ 26~ “°sin(6) 3¢ (11.2.4)

or 100 rsin(0) 6g0
Les vecteurs unitaires €,, €y et €, s’expriment en fonction des vecteurs cartésiens :

é, = é,sin(0)cos(@) + é,sin(8)sin(p) + é,cos(H)
ép = éxcos(8)cos(p) + é,cos(8)sin(p) — €,sin(6) (11.2.5)

€, = —é,sin(g) + é,cos(¢p)
en substituant I'équation (I1.2.5) dans I'équation (I1.2.4) on obtient:

- . > . - d > o [ e, Si 1 g
L =—ih <(exsm(g0) + eycos(ga))— - (excos(B)cos(go) + é,cos(0)sin(p) — eleTl(@)) 5in(0) %)

g ) +é, (cos(<p) cos(0)5m(<p) 1 9 )

L = —ih (§x (—sin(<p) 50 — cos(8)cos(¢) < n(G) 90 in(6) d¢p

+é 0 )
e, 30
pour les trois composantes de L:

0 0
L, =ih [cos((p)cot(H) 7 + sin(¢p) 39

=ih [sin((p)cot(é?) % — cos(¢o) ;—0 (I11.2.6)

et les opérateurs d’échelles s'expriment par:

T 0 0
L, = he'¢ [Lcot(H) —+ %]
5 (11.2.7)
_ ip -
= he~ [lcot(H) 30 98

[1.2.2.Carré du moment cinétique
en utilise la relation de la forme (11.1.17) soit:
L,L_=1?>—-12+4+hL, (11.2.8)
d

oL = he® [icot(@) 5 + 2| et [icor(@) -~
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L.L_=—h? az+ t(9) + t2(6) 02+ g (11.2.9)
+L_= 392 co co Lm9 A

ce qui entraine:
1?=1L,L_+1%—hl,

0° 0 0° 0 0°
L2=—h2< +cot(9)—+cot2(9)—+ —>—h + ih? —

067 dp dp? g
avec 1 + cot?(0) = 1/sin?(6), on obtient:
2= —pp(—L 9 ( ®) ) Lo (I1.2.10)
h sin(8) 00 sin sin2(6) a2 o

I1.2.3.Harmoniques sphériques
Ces expressions nous permettent de construire les fonctions propres de L, et L?, notées Y;™(8,¢) et
appelées harmoniques spheériques:

Y™ (6, p) = (0, p|l,m) (11.2.11)

ou le vecteur |6, ¢) représente un état de direction précise sur la sphere (on peut penser a une particule
contrainte de se déplacer sur la sphere unité; |8 , ¢) est alors I’équivalent de 1’état propre de la position sur
la sphére).
Les équations aux valeurs propres du moment cinétique prennent, alors, la forme suivante :

L2Y™ = 1(1 + 1)A2Y" (11.2.12)
L,Y™ = —ih%Yl’" = mhY" (11.2.13)
dont les solutions sont de la forme:
Y™(8,p) = F/"(0)e'™? (11.2.14)

Puisque la fonction d'onde doit étre continue en tout point, on a nécessairement

Y™, = 0) = Y/ (6, ¢ = 2m) (11.2.15)
Ce qui implique

eme =1 (11.2.16)
On en conclut que dans le cas d'un moment cinétique orbital, m ne peut prendre que les valeurs entiéres
m=0,+%1,+2-- (11.2.17)

Puisque m ne peut prendre que des valeurs entiéres, on conclut donc aussi qu'il doit en étre de méme pour
L.

Afin de trouver F/™(8), on utilise le fait que pour m = [, Y'(6, ¢) doit satisfaire:
L+Yll(9' <p) =0
L'utilisation de la relation (I1.2.7), nous donne:

Y 9 |
L,Y}6,0) = he'@ [ 4 icot(G)%] FL(o)eile

5
. 9
= hell+De [% — lcot(e)] F}(8) =0

soit:
» zcot(e)] FL(6) = 0
dont la solution est de la forme:
FH(0) = ¢;sin'(9) (11.2.18)
(c; est une constante de normalisation). Donc:
Y} (8, 9) = ce?sin'(6) (I11.2.19)

Par applications répétées de l'opérateur L_, on construit les 21 + 1 fonctions propres de L? et de L, :
Yll (6’ 40)» Yll_l(ef (P)’ Y Ylm(e' (P)’ Yy Yl_l(el (P)
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En utilisant I'expression (I1.2.7) pour l'opérateur L_ en coordonnées sphériques, on peut construire
explicitement ces fonctions qui sont connues sous le nom d'harmoniques sphérigues. Un calcul simple
donne:

(=DH™ |20+ 1\ (L —m)!\ . atrm
m — Mm@ <j.,,mM P21
Y6, p) U] ( yp ) GTmy e esin (6) d(cos(H))Hm sin?4(0) (11.2.20)
(
20+ 1\ (I —m)!\ .
—1)ym ime pm
(-1 J( yym )((l+m)!>e P} (cos(@)) mz=0
Y0, ) =< (11.2.21)
2L+ 1\ (U—m)\ .
imp p—m
L\/( py ><(l n m)!>e P ™(cos(6)) m<0
On définit également les fonctions de Legendre associées:
dm
P"(u) =1 - uz)mdu—mPI(u) —-1<u<1 (11.2.22)
avec:
(_1)l dl l
P(u) = Tl W(l —u?) (11.2.23)

11.2.4.Exemple de quelques harmoniques sphériques

1 3
Yo (6, 9) = j; YL (6, 9) = \/; cos(6)

3 ) 15 .
Y'(6,0)=F ’gei“psin(e) v;7'(0,0)=F /g et?sin(0)cos(6) (11.2.24)

5 15 )
Y, (6,9) = /EGCOSZ(H) -1 Y52 (6,9) = ’Eeﬂupﬂnz(@)

I1.2.5.La condition de normalisation
Les états propres du moment cinétique forment une base compléte dans I’espace des états
d’une particule située sur la sphére unité :

o m=l
Z Z I, m)l,m| =1 (I11.2.25)
) . =0 m=-1
Les harmoniques sphériques sont orthonormées :
T 2T
f f Y (6, )Y (6, 9)sin(0)d0de = 8,6, m (11.2.26)
00

La conjugaison complexe revient a passer de m a —m :
Y™ (6, ) = (—1)™Y;™(6, p) (11.2.27)
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z z 112
Y02 1Yol

dh
NI

z Y32

Y32 :

W

E

<
b2
(%]

FIGURE 3.3 Représentation polaire de la norme au carré des premiers harmoniques sphériques, en
fonction de 6 . Ce sont toutes des figures de révolution, car |Y;™|?| est indépendant de ¢.

11.2.6.Exercices
Exercice 01 :

Les harmoniques sphériques sont définies par :
Y8, ) = C"P["(cos(6))e™? (1

Ou C[™est constante de normalisation et P;"(x) sont les fonction de Legendre associes définies par :

diml
P (x) = PT™(x) = (1 — x2)Iml/2 ) —lsx<1
Ou P;(x) est le polyndme de Legendre défini par :
(-D' a
P = g 1 =¥

1- Calculer la fonction Y™ (6, ¢) pour m = 0, +1.
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2- Dans le cas m = 0 I’expression (1) devient :Y,°(6, ¢) = /% P,(cos(6)). Calculer Y{ (6, ) et trouver

’expression de Y{ (8, @) dans les coordonnées cartésiennes.

3- Utiliser I’expression deYy (8, @) pour calculer Y571(8, @) et Y571(8, @).
Solution

1- pour m = 1, I'équation (1), donne:

K(0,9) = CLPH(cos®)e (2
on pose cos(0) = x
@ = - hw ()

(-D'd
PO =S o
en substituant (4) dans I'équation (3):

PL(x) = (1 —x»)I1I/2 j—xx =(1-x2) = J(l — cos%(0)) = sin(6)

en substituant dans I'équation (2):

-2 =—2(2w=x @

Y1 (6, 9) = Clsin(6)e™®

la constante C} est déterminer a partir de la condition de normalisation:
2w T

f f Y (6, )Y (6, 9)sin(0)d0de = 1
0 0

27T T 27T T
ICllIZf d(pjsin3(0)d9 =1= IClllzj d(pjsin(e)(sinz(e))de =1
0 0 0 0

21 b4
|C11|2J dgoJ sin(8)(1 — cos?(6))do = 1
o 0
. _ _ X
on pose: cos(f) = x = df = (@)

-1

27| C1|2 j sin(0)(1 — x2) (— Si:f 9)> —1

1

1
1 0\ 3
2m|CL|? f(l—xz)dxz1:>27T|C11|2(x——x3) =1=Cl=-|—
3 1 8r

-1
Y26, p) = — isin(@)e""”
A% 8

pour m = —1, , I'équation (1), donne:

Y716, 9) = C7 P (cos(0))e ™

Pi(x) =P7'(x) =1 —x2) = \/(1 - 0052(9)) = sin(0)
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Y716, 9) = CT'sin(B)e™™

la constante C; ! est déterminer a partir de la condition de normalisation:
2m w

f le‘l*(B, ©)Y7 (8, p)sin(0)dOde = 1
0 0
21 T
IClllzf d(pfsin3(0)d9 =1
0 0

on trouve la méme intégrale que pour m=1:

3 )
Y718, 9) = /gsin(e)e_w

pour m = 0
Y (6, 9) = C{PP(cos(6)) (5)
on pose cos(6) = x
PP (x) = (1 —x3)1°2P; (x) (6)
(-Dt d a1 1
Pr(0) = - (1 =x%) = =5 (=2x) =x (7)

en substituant I'éq (7)dans I'équation (6):

P (x) = x = cos(6)
en substituant dans I'équation (5):

(6, ¢) = Ccos()

la constante C} est déterminer a partir de la condition de normalisation:
2w

j j YL (8, 0)Y2(0, @)sin(6)dode = 1
00 2T T

ICflzj dgoJ cos?(0)sin(8)do =1
0 0

dx
sin(8)

on pose: cos(0) = x = df = —
-1

ZHICflzf sin(0)x? (— si:?9)> =1

1

1
1 1 3
2 Cozf 2dx =12 COZ(— 3) =1=C) = |—
7T|1| x-ax 7T|1| 3x 3 1 .

Y2(6,9) = jE cos(0)
41
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2-pourl = 3:

2(3 1
Y?(6,9) = / 3+ Pg(cos(ﬁ)) \/7P3(cos(6?)) (8)

on pose cos(f) = x

(-1)3 d 1 1d
) = G s (=X = g e =) = o
1

1
P;(x) = 3 [—4x(1 — x?) — 8x(1 — x?) + 8x3] = 5 20x3 — 12x]

[(1—2x2)?—4x2(1 — x?)]

— R

P() = 5[5 ~3x]  (9)

en substituant (9) dans I'équation(8), en tenant compte que x = cos(6)

Y2(0,9) = %(56053(9) —3cos(9)) (10)

I’expression deYy (8, @) dans les coordonnées cartésiennes:

en coordonnées cartésiennes:
VA

z
cos(f) =-= =
T /xZ + y2 + y2
7 z 3 z
YO — —
50y, 2) = |7 (5( T y2> 3 T y2>

3- en appliquant L. sur Y7 (6, ):
L.Y{(0,9) = 133 +1) — 00 + 1Y (8,¢)

en substituant Y (8, ) par I'équation (10):

——(5cos3(8) — 3cos(6)) = AV12Y4 (6, 9)

ip _
he [lCOt(H) + 60] Ton

21 .
Y3 (0,9) = j;(—lSCOSZ(G)Sin(H) + 3sin(6))e'? =

21 .
Y1 (6, 9) = 3\/;sin(9)(1 — 5cos?(0))e'®

en appliquant L_ sur Y2(8, ¢):
L_YL(6,9) = 133+ 1) —0(0 — DY57(6, )

en substituant Y (6, ) par I'équation (10):

he~l¢ Lcot(H)— - % (56053(9) —3cos(8)) = AV12Y571(6, )
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21 .
Y;1(8,9) = \/;—n(+15c052(9)sin(9) — 3sin(6))e™

Y16 =32' 0)(5cos%(0) — 1)e™®
3 (0,90) 47Tsm( )(5cos“(0) — 1)e

Exercice 2
1- utiliser I'expression trouvée dans le cours pour calculer Y.2(8, ¢).

2- en appliquant l'opérateur L_, trouver I'expression de Y et Y,>.En déduire I'expression de Y, et Y, 2

Solution:
1-Sachant que:

Y} (8, 9) = C/sin'(8)e'?
en appliquant cette formule pour [ = 2, on trouve:

YZ(6,p) = C2sin?(0)e'?®

la constante CZ est déterminer a partir de la condition de normalisation:

2T T

f f Y2 (6, p)Y2(6, ¢)sin(0)dode = 1
0 0

2T T 2 T
Iszlzf d<pfsin5(9)d9 =1= Iszlzf d<pfsin(9)(sin4(9))d9 =1
0 0 . . 0 0
|C22|2J d(pjsin(e)(l - 6052(9))2d9 =1
0 0

dx
sin(8)

on pose: cos(0) = x = df = —
-1

d
21|22 J sin()(1 — x2)? (— sin? 9)> —1

1

1
2 1 A\ /15
212 YY) 4 — 2|2 3 4,5 — 2 _
2m|C2| f(1 2x2 + xM)dx 1:>27T|C2|(x 3% +5x>_1 1= (3 o

-1
15 .
2 — in2 i2¢
Y7 (6,9) /327151" (0)e

L_Y?(0,9) = h/2(2+ 1) — 2(2 — 1Y} (8, 9)

2- en appliquant L_ :
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) 15
he™'® [lcot(H)— - /3Tsm2(9)elz‘p = h2Y} (6, p)

1 |15 . .
Y2 (6,9p) = e ¢ 2 1320 (icot(9)sin?(8)(i2)e?¥ — 2sin(8)cos(0)e'??)

15 .
Y2(8,9) = — ’gsin(e)cos(e)e“p

L_Y}(6,9) = hJ2(2+ 1) —1(1 — DYL(6, @)

en appliquant L_

—he~i® [Lcot(B)— - —] \/:sm(a)cos(e)e“p = hV6YL (0, 9)
Y2(0,¢) = — /%e @ (icot(8)sin(0)cos(0) (e — (cos(8)cos(0) — sin(0)sin(6))e'?)

Y2(8,¢) = — —( 2cos?(0) + sin?(0))

f 5
Y, (6,9) = 72 Bcos?(6) = 1)

- pour calculer Y, 1(8, ) et Y;72(8, @) on utilise la propriété

Y (6,0) = (D™, (6, 0) = Y ™(6,9) = Y™ (6, 9)

1
(=nm

Y;1(0,9) = —=Y1"(6,9) = Y5 1(6,¢) = jgsin(e)cos(é?)e‘i"’

1
(D!

-2 1 2 15 2 i2¢
Y; (9,<p)—( 1)2Y2 (0,9) = Y52(0,9) = 35, 5 (0)e”

Exercice 3:

On considere un systéeme dans I'état

Y0, ¢) = —la\/zsm(e)cos(e)sm(qﬁ) + \/Ecos(é?)

1. Normalisez ¥(8, ¢).




Chapitre 2 Le moment cinétique Partie 2 moment cinétique orbital

2. Lors d'une mesure de L? sur (8, ¢), quels résultats peut-on obtenir ? Quelles sont, en principe,les
valeurs de L, compatibles avec ces résultats ?

3. Lors d'une mesure de L, sur (6, ¢), quels résultats peut-on obtenir ? Déterminez les probabilités
correspondantes.

On donne :

1/2 1/2

|o,0>=Y0°(9,¢>=(%) : |1,0>=Y1°(0,¢>)=(%) cos(6)

15 .
Y;'(0,9) =F ’gei“”sin(@)cos(e)

Solution

1. y(,¢) = —ia\/%sin(@)cos(@)sin(@ +\/gcos(9) -+ (1)

1/2

3 1/2 4
11,0) = Y2(6,¢) = (E) cos(0) = cos(9) = (?n) 11,0) -+ (2)
15 1/2 . ' 1 1/2 . N
12,+1) =Y¥,"1(6,¢) = - (g) sin(f)cos(0)e*'® = — (§) sin(8)cos(8)(cos(p) + isin(¢h))

1/2 1/2

12,—-1) = Y, 1(6,¢) = (;) sin(8)cos(0)e™® = (g) sin(8)cos(0)(cos(¢) — isin(¢))

1/2
12,+1) + |2, —1) = —2i (§> sin(8)cos(0)sin(¢)

1/2

= sin(0)cos(0)sin(¢) = %(?—’;) (12, +1) + 12,—1)) - (3)

En remplacant les équations (2) et (3) dans (1) :

15 (i (8m\"/? 1 (4m\*/?
[$(6,9)) = —ia j; S(z) zan+iz-)+ J;((?”) |1,o>)

Y6, ) = a|2,+1) + a|2,—1) + % |1,0)

La condition de normalisation :

1 1
W0, WO, ) = |a*(2, +1] + a*(2, —1| + ﬁ<1,0|] [a|2,+1) +al2, 1)+ |1,o>] =1

Ona:

(ll mll,, m’> = 5l,l’5m,m’
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Alors :

5

1
WO, P06, ¢)) = 2a* + c=1l=a= |5

[¥(6,9)) = fl2+1)+fl2 |10)

2. Lors d'une mesure de L? sur (8, ¢), les résultats qu’on peut obtenir sont :
1 = 1correspond a la valeur propre de L? égale V2?2
1 = 2correspond a la valeur propre de L? égale v6/?2
les valeurs de L, compatibles avec vV2ha%(l = 1)sont m = —h, 0, h
les valeurs de L, compatibles avec vV6h2(l = 2)sont m = —2h, —A, 0, h, 2h

3. Lors d'une mesure de L, sur (6, ¢), les résultats qu’on peut obtenir sont :
m = 1,0, —1correspond aux valeurs de L, égalent , —h, 0, A respectivement.

les probabilités correspondantes sont :

(2110, ¢NI* _ 5

Pm=1 =06 oW 12
o KLome.e” 1
Pn=0) =06, 6)w©,6) 6
— 2
pon = 1y @O 5

WO, P, ¢)) 12
Exercice 4:

Considérons une particule sa fonction d'onde est:

( )= 1 222—x2—y2+ 3 xz
lpx;)’;z _4\/E T'Z 71'7'2

1- Calculez L*Y(x,y, z) et L,y (x, y, z). Trouver le moment cinétique total de ce particule.

2- Calculez L,y(x,y,2) et (YW|L,|Y).

3- Si une mesure de la composante z du moment cinétique orbital est effectuée, calculer les probabilités de
trouver les résultats 2,0 et —# .

4- Quelle est la probabilité de trouver la particule aux positions 8 = /3 et ¢ = /2 avec d8 = 0.03 rad
etdep = 0.03 rad?

Solution:
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1- Comme:

x = rsin(8)cos(p),x = rsin(8)cos(p), sin(p),z = rcos(H)

5 5 (3z%—1r?
YO = _— 2 —_— 1 =
2(6,9) /1671 (3cos*(6) = 1) ’16n< — )
t1 - |15 +ip o; — |15 . . .
Y 0,0) =F i ¢sin(8)cos(0) = F g(cos(go) + isin(¢))sin(0)cos()et
15 z
+1 — T 2t i Z
;70,0) =+ /871 Gt iy)
2z%2 —x%2 —y? 3z%2 —r? ’1671’ Xz /271
r2 -7 2 ~ |75 Y7 (6,0) et 2= |15 (Yz_l(gl ®) - Y5 (6, <P))
1 167 3 2w 1 2
- _YO I Y—l_yl =_y0 - Y—l_yl
Y(x,y,2) 4\/5’ 5 2+\/;’15(2 2) \/§2+ 5(2 2)

Ayant exprimé Y(x,y,z) en termes d'harmoniques sphériques, nous pouvons maintenant calculer
facilement:

1 2 1 2
L2Y(x,y,z) = ELZYZ0 + \/;(LZYzl — L%Y}) = 6h? EYZO + \/;(6h2Y21 — 6h%Y})

2 — 2 i 0 E -1 _ vyl — 2
L“Y(x,y,z) = 6h \/§Y2+ 5(Y2 ;)| = 6r*yY(x,y,2)

1 0 2 -1 1 1 0 2 -1 1
Lip(y2) = =LY+ 2 - LY = bz ¥y + = (=hty" = hY))

2
Lzll’(x; J’: Z) = _h\g (YZ_l + hYzl)

Cela montre que ¥ (x, y, z) est un état propre de L? avec la valeur propre 6A2. cependant, ¥ (x,y, z) n'est
pas un etat propre de L,. Ainsi, le moment cinétique total de la particule est:

/(¢ILZI¢) =nv6

2- en utilisant la relation L, Y™ = h\/j(j + 1) — m(m + 1)Y;™**, on obtient:
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1 2 1 2
Liy(x,y,z) = —5L+Y2° + \/;(Lﬂz—l —LYH = h\/gﬁ Y} +f§(hx/EY21 — 2hY7)

NG
6 2
Lyp(x,y,z) = fl\/; Y} + h\j; (‘/EYZO _ zyzz)

1 2 6 2
(WIL,[Y) = h E(Z,OI +\/;((2,—1|—<2,1|)] [\/;IZJH\/;(\/EIZ,O)—ZIZ'Z))

12 12
WILs 1Y) =1 \/2:5—]; =0

3- Si une mesure de la composante z du moment cinétique orbital est effectuée, elle donne, les valeur
h, 0, —h correspond aux vecteurs propres |2,1),12,0), |2, —1) respectivement, leurs probabilités sont:

d'ou:

112

- 1 2 2
p() = 21Y)? = (2,1 EIZ,OHﬁ(IZ,—l)—IZ'l)) =z

- 1 2 1
»(0) = [{2,01y)I* = |(2,0] ﬁ|2,0)+£(|2,—1)—|211)) =z

1 2
(2,-1] [ﬁ 12,0) + ﬁ(IZ.—D - |2,1))]

d- on peut écrire Y (x, y, z) en coordonnées sphériques:

2

p(=1) = 12 ~1p)I? = -

Vs I

la probabilité de trouver la particule a la position 6 et g ¢ est:

1 2 1 3 .
PO, p) =—=Y, + \/;(YZ 1_yhH = —n_(3COSZ(9) -1+ \/;sm(e)cos(e)cos(cp)

2

2(0,9) = Y8, 9)|*sin(0)dode = ﬁ(Scosz(G) -1+ \/gsin(é?)cos(e)cos((p) sin(0)dodg

alors:

p (g,%) = [ﬁ (3cos2 (g) — 1) + \/gsin (g) cos (g) cos (g)] sin (g) (0.03)2=9.7x 107"
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[1.3. Le spindel’électron

[1.3.1.mise en évidence du moment cinétique de spin.

[1.3.1.1. l'expérience de Stern et Gerlach et la quantification du moment
magnétique de spin(1922)

11.3.1.1.1. principe de l'expérience
Dans une enceinte ou régne un vide pousé, un jet d'atomes d'argent monocinétique(vitésse v), orienté

suivant l'axe 0_3; d'un référentiel R(O,X,y,z), travers l'entrefer d'un electro-aiment dans lequel le champ
magnétique B est dirige selon 0z et présente un fort gradient uniforme non nu selon Oz:

~ ):
B =B(2)é,5-=F<0 (I1.3.1)

L’origine du référentiel est prise a I'entrée de I'entrefer. La traversée du champ s'effectue sur un distance b
selon Oy.

un détecteur, placé sur I'écran a la distance d de la sortie du champ, permet de détecter les points d'impact

du jet.
Jet d’atomes L?;’ *N

wbr
__J\\ﬁ x 0 3 ol 'y
Four i3

N
L/
p

Fente 3
Electro-aimant Ecran

[1.3.1.2. Expression de la force agissant sur un atome d'argent:
Au cours de leurs passage dans I'électro-aimant, les atomes d'argent:

- sont électriqguement neutres, ils ne subissent donc pas la force de Laplace.
- portent un moment magnétique M, ils seront soumis & une force F telle que:
F = —grad(E,) (11.3.2)
ou E, est I'énergie potentielle d'interaction entre le moment magnétique Metle champ magnétique B:
E,=-M-B =—-M-B(2)é, = —M,B(2) (11.3.3)

ou M,est la composante selon I'axe Oz du moment magnétique M. Donc:




Chapitre 2 Le moment cinétique Partie 3 Le spin de I'électron

0B(z), 0B(z), 0B(2),
e e, + e

I TRG AR U Ry Z) (11.3.4)

F = M,grad(B(2)) = MZ<

0B(z) _ 0B(z)

comme —— 3y 0, alors la force que subie un atome d'argent est:
S 0B(z) , .
F = MZTBZ = ﬁMZeZ (1135)

les atomes d'argent subissent alors I'action d'une force F dirigé selon I'axe Oz et proportionnelle a M, cette
force va dévier les atomes dans la direction Oz.

[1.3.1.3. Résultats de I'expérience

[1.3.1.4. Prévision classique:
A l'entrée de I'entrefer, les moments magnétiques des atomes sont répartis de fagon isotrope, on s'attend a
ce que le jet des atomes forme une seule tache, large et symétrique sur I'écran.

[1.3.1.5. Résultats observés:
I'expérience montre I'observation de deux taches N; et N, de méme intensité et symétriques par rapport a
I'axe optique.

IZ

—
~

0'

l

Prévigion classique Résultat obtenu

[1.3.1.6. Interprétation des résultats:

les atomes d'argents portent un moment magnétique IWL associe au moment cinétique L tel que IWL = yoz,
ou y, est le rapport gyromagnétique (y, < 0 pour I'atome d'argent).

D'ou la quantification de la composante M, du moment magnétique, et par conséquent celle de la
composante L, du moment cinétique orbitale.

Or:
- d'une part, d'apreés la structure électronique de I'atome d'argent (Z=47):
Ag(Z = 47) = 1522522p®3523p°3d1°4s24p°4d105st = [Kr]4d105s?t

le moment cinétique n'est di qu'a un électron périphérique célibataire qui occupe I'état 5s, qui par
conséquent, ne posséde pas de moment cinétique orbital (I = 0).

- d'autre part, I'observation de deux taches implique un moment cinétique orbital demi-entier:

20+1=2>1=1/2 (11.3.6)
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par conséquent, cette observation ne peut étre attribuée a la quantification du moment cinétique orbital. On
interprete alors cette observation en introduisant un moment cinétique intrinseque appelé spin S.

Ainsi, I'observation de deux taches N; et N, sur I'écran s'interprete par la quantification de la composante
S, du moment cinétique de spin S.

On admet alors I'existence d'un moment magnétique M, = y,S associe au moment cinétique de spin S qui
interagit avec le champ magnétique 5.

11.3.2.Le spin de I’électron
L’électron posséde en effet un moment cinétique intrinséque, appelé spin, qui n’est pas lié a un quelconque
mouvement de rotation de supposées composites ou parties formant 1’¢lectron. En fait, les observations
démontrent que 1’¢électron est une particule ponctuelle, non composite.

Nous appellerons E, I’espace des états orbitaux(les vecteurs propres communs a L2 el L, ). A ces variables
orbitales nous ajoutons des variables de spin qui vérifient les postulats suivants :

L’opérateur de spin S est un moment cinétique. Cela signifie que ses trois composantes sont des observables
veérifiant les relations de commutation :

[Sx, Sy] = inS,
[Sy,S,] = ihS, (11.3.7)
[Sz, Sx] = iAS,
Les opérateurs de spin agissent dans un nouvel espace, “espace des états de spin” E,, ou S2 et S, constituent

un E.C.O.C. L’espace E, est donc engendré par I’ensemble des états propres |s, m;) communs a S2 et S, :
S%|s,ms) = s(s + 1)h?|s, mg) (I11.3.8)

S,|s,mg) = mghls, mg) (11.3.9)

s ne peut étre qu'entier ou demi-entier, et que mg prend toutes les valeurs comprises entre —s et +s.
L’espace des états de spin Eg est donc toujours de dimension finie (2s + 1), et tous les états de spin sont
vecteurs propres de S? avec la méme valeur propre s(s + 1)h2.

De méme:
Sils,mg) = hys(s + 1) — mg(mg + 1)[s,mg + 1) (11.3.10)
Les états de spin forment une base compléte orthonormée.
S
(s, mgls,mg) = 85 56t im, Z |s, mi{s,ms| =1 (11.3.11)
mg=-—S

11.3.3.Propriétés particulieres d'un moment cinétique 1/2
L’espace des états de spin [Eg est ici a deux dimensions. Nous y prendrons comme base le systéme
orthonormé {|+), |—)}des kets propres communs a S2 et S,, qui vérifient les équations :

3
(5214) = S#214)

h

1521%) = iEIJ_r> (11.3.12)
S+|+) =0, S+|_) = hl"‘)

\S_|+) = h|-), S_|-) =0
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(+|-)=0

(+|+)=(-|-)=1 (11.3.13)

[N+ + [ =1
ou I est I’operateur unité.
L’état de spin le plus général est décrit par un vecteur quelconque de E; :

lx) =cy|+) +c_|-) (11.3.14)
ou c, et c_ sont des nombres complexes.
Tout operateur agissant dans E; peut étre représente, sur la base {|+),|—)}, par une matrice 2 x 2.
Rappelons en particulier que, a partir de /1.3.12, on trouve les matrices correspondant a Sy, S, et S, sous
la forme:

h

S = > (11.3.15)
ou o désigne I’ensemble des trois matrices de Pauli :
_(0 1 _ (0 =i _(1 0
ax—(l 0), ay—(i 0), O'Z—(O _1) (11.3.16)

Les matrices de Pauli possédent les propriétés suivantes:
o =0y =07 =1
0x0y + 0y0, =0
[ax,ay] = 2io,
00y = 10,
Tr(oy) = Tr(ay) =Tr(o,) =0
Det(o,) = Det(ay) = Det(o,) = —1
Enfin, on peut démontrer facilement I’identité suivante :
(6-A)(G-B)=(A-B)I+ié-(4xB) (11.3.18)
ou 4 et B sont deux vecteurs quelconques, ou deux operateurs vectoriels dont les trois composantes
commutent avec celles du spin S (si A et B ne commutent pas entre eux, 1’identité reste valable, a condition
de conserver dans le second membre 1’ordre dans lequel Aet §apparaissent au premier membre).

(11.3.17)

11.3.4.Exercices
Exercicel

Consideérons le cas d'un électron de spin S.

1. Trouvez les matrices représentant les opérateurs S,, S, Sy, S, et. 52

2. Trouver les états propres communs de S? et S, et vérifier qu'ils forment une base orthonormé
complete.

Solution

1- les matrices représentant les opérateurs S,, S, Sy, Sy, et 52,
En particulier,
Les éléments matriciels sont:
(s, mg|S?|s",mg) = s'(s" + D)h*6¢ o6
(s, mg|S,|s", mg) = m'hd; 6

mg,mg
mg,mg

(s, ms|S4Is’,mE) = hj' (" + 1) — mi(mh + 1)8; ju8 'O, i1
(s,mg|S_|s",m}) = hy/j'(' + 1) — mi(m} — 1)8;;,65 18

mgmi—1
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1 1 1., . .
Danslecass = > Ms =0ums=—-, I’espace &1 est de dimension 2s + 1 = 2
2

52300 205 =0 g)s =1 O

s =5++5—=h(8 (1))+h((1) 8) fl(o 1)

* 2 (01)2(00) 2\1 0

s _g h ) B

Sy==pr = : :hZZi — :E((i) ol)
=7 1)

2- les états propres communs de S? et S,
h h
Les valeurs propres de S, sont : Set—2

Les vecteurs propres :
h . X1
Pour la valeur = son vecteur propre est note |+) = (xz)

L’équation aux valeurs propres :

_h
Jol+) =5 14)

h h
E((l) _01) (2) - 5(2)
X, =X
—X, =X, 2%, =0

X
+) ( 01)
La condition de normalisation :

X1
0

)
= (o)

h . X1
Pour la valeur —Z son vecteur propre est note |—) = ( )

(+l+) =1 (x; 0)( —le =1

X2
L’équation aux valeurs propres :
h
JA=y=51-)
hel 0 (% h rxq
E(o —1) (xz) - _E(xz)
X1 =—x1=>x,=0
X2 = TX
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= =(;)

La condition de normalisation :

=100 B(,)=1ekk=1

- ()

Les états propres communs de $2 et S,sont |+) = ((1)) et|—) = ((1))

- vérifier qu'ils forment une base orthonormé compléte

-la relation d'ortho-normalisation:
(+]+)=(--)=1

oy =(-1H =0 0(])=0
-la relation de fermeture:

= () a o+ (F)o n=(; })=1

alors: les kets {|+), | —)} forment une base orthonormé compléte.

Exercice 2
1. Ecrire la matrice de S, = S-ide I'opérateur S du spin d'un électron dans la direction d'un vecteur
unitaire arbitraire 2 dans la base {|+), |—)} constituée des vecteurs propres communs de S et S,.
2. trouvez les valeurs et les vecteurs propres de S,,.
3. Trouvez la probabilité de mesurer S, = —h/2.
Solution
1-on na:
sin(8)cos(p) Sy
U= sin(@)sin(p) |etS =[Sy
cos(6) S,
Sy = S-d= sin(0)cos(@)S, + sin(0)sin(@)S,, + cos(6)S,
ho. 0 1\, " . . 0 —iy h 1 0
Sy = Esm(@)cos(q)) (1 0) + Esm(@)sm(q)) <i 0 ) + ECOS(H) (0 _1)

—%( cos(6) sin(@)e-iqo)

-~ 2\sin(0)e®  —cos(9)
2- les valeurs propres:
cos(0) — 1 sin(@)e”¥
sin(0)e'? —cos(8) — A
h h
donc les valeurs propres sont: Set—2.
les vecteurs propres:

h \ .
le vecteurs propre corespond au valeur propre - est obtenu a partir:

A=1

= 0= —(cos(8) — D)(cos(0) + ) —sin*(6) = 0 = {,1 _ 1

h
Sul +)u = El +)u
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|

( cos(6) sin(@)e‘i‘f") (xl) _ ﬁ(xl)
sin(8)e'?  —cos(0) / \X2 2 \X2
x,c05(0) + x,s5in(0)e™ ™ = x;
%1 (1 = cos(8)) = x,sin(6)e™
en utilisant les relations: 1 — cos(8) = 2sin?(8/2) et sin(8) = 2sin(6/2)cos(6/2), on trouve:
sin(6/2) .
X2 = cos(6/2) €
d'ou:

X1
| +)y = (sm(@/Z) ei‘Px1>
cos(6/2)
la condition de normalisation:
sin?(6/2) ) ;
|X1|2 (1 +W> =1= X1 = COS(H/Z) et x, = sm(é)/Z)e“p
finalement, on trouve:
cos(6/2)
= (o
sin(6/2)e
pour la valeur propre —g ,0n suit la méme méthode, on trouve:

= (2902 ) oy oo

3- le vecteur propre corespond a la valeur S, = —h/2 est |—), alors, la probabilité de mesurer — a/2 est:
[{=I=)u|? = cos?(6/2)

) = cos(8/2) |+) + sin(8/2)e®|-)

Exercice 3

On mesure la composante S, du spin d’une particule de spin % et de facteur gyromagnétique y et on trouve

lavaleur g Suite a cette mesure, on applique un champ magnétique de grandeur ||§|| sur la particule pendant
un temps At . Quel doit étre At et la direction du champ pour étre assuré qu’une nouvelle mesure de S,
donne — g avec certitude?

on donne:

ion-o ot L. /8t
exp| — > = cos (3)]1—”’1'0'5171(7)

ou I est la matrice identitie.

Solution
Le Hamiltonien serait, dans ce cas,
h o
H=- EYB ‘0
L’évolution temporelle serait alors obtenue en appliquant 1’opérateur d’évolution, qui est ici

itH
U(t) =exp (— 7) = exp<
Ot s
U(t) = cos (7) I+in-osin <7>

ityB - 5‘)

ou:
Q=ylBll= et 7=
=y = et n =—
i3]

en coordonnées sphériques:
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sin(6)cos(¢) sin(8)cos(¢p) Oy
B = ||B||| sin(8)sin(ep) |,= i = sin(8)sin(p) |, ¢ = <0y>
cos(6) cos(6) o,

U(t) = cos (%) I+ i(sin(@) cos(¢p)o, + sin(8) sin(p)a, + cos(@)az)sin (%)

2
U(t) = cos (%) I

ril <sin(9) cos(¢p) ((1) é) + sin(8) sin(¢) ((l) _i) + cos(0) (é —0 )> sin <g>

2 0 1 2
_ Ot h cos(0) [sin(0) cos(¢p) — isin(@)sin(p)]\ . (Ot
U(®) = cos (7) I+ 2 (sin(@) cos(¢) + isin(@)sin(¢p) —cos(0) )Sm (7)
Ot L /at .. L (It
cos (7) cos(6) + isin (7> +  isin(@)exp(—ip)sin <7>
vo={ ot an, i
isin(8)exp(ip)sin <7> cos (7) — icos(@)sin <7>
at = 0, Iétat initial est
(o) = ()

alors: (D) = U@ ()
cos (%) cos(8) + isin (%) + isin(8)exp(—ip)sin <%>
isin(0)exp(ip)sin (%) cos (%) — icos(8)sin (%)
cos (%) cos(0) + isin (%)

Ot
isin(8)exp(ip)sin (7)
et la probabilité de transiter vers 1’état |—) = ((1)> est:
0Ot
PO = =) = sin*(@)sin? (=)

Cette formule est connue sous le nom de formule de Rabi. Le fait essentiel de cette formule est que
la probabilité P_(t) oscille dans le temps a la fréquence % :

(@) =

(o)

(@) =

A . h . .
pour étre assuré qu’une nouvelle mesure de S, donne — 5 avec certitude, il faut :

0t T Ot m
P_(t) = sin“(6)sin (2 ) 1=0 > et =3
donc:
s

IRTED
Et le champ magnétique doit étre perpendiculaire a z.
Exercice 4:

At

On considére maintenant la dynamique d'un spin s = 1/2 dans un champ magnétique orienté selon I'axe
Oz. L'hamiltonien est donc:

B
H = —fL7ZO'Z
ou pour alléger la notation, on définie B, = y¥B,,.
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1-déterminer les valeurs et les vecteurs propres de L'hamiltonien H.
2-Pour un état initial de la forme:

[¥(0)) = cos(8/2)|+) + sin(6/2)e'’|-),
ou |+) et |—) sont les vecteurs propres communs de S2, S,. Calculer [ (t))
3- A pour se former une intuition géometrique de I'évolution de ce systéme, calculer les valeurs moyenne
de (a,)(¢), (g, )(©) et {o,)(¢). En déduire le mouvement fait par (o) (¢).

Solution

1-Les états propres de cet hamiltonien sont les états propres |+) et |—) de S, et ces valeurs propres sont
—h% et h% respectivement.
2-
[P (©)) = U@®)1(0))
=e" T (cos(9/2)|+) +sm(9/2)e“”| ))

(cos(B/Z)e F14) + sin(9/2)e®e™ 7 |- >)

= ¢ F (cos(0/2)|4) + sin(8/2)el @50 )
3-Afin de se former une intuition géomeétrique de I'évolution de ce systéme, il est utile de calculer les valeurs
moyennes des matrices de Pauli. On trouve
(o) (8) = W(Dox[p(®))
0 1) St cos0/2) )
0 sin(6/2)e'®@-Bz)
: i(p—B,t
= (cos(6/2) sin(6/2)e " ¢-Bz0)) (sm(f({SZ();/(z"’) )>
(0,)(t) = cos(8/2)sin(8/2)e' =Bzt 4 cos(0/2)sin(6/2)e " (®—Bzt)
(0,)(t) = cos(8/2)sin(8/2)(e!#Bz0) 4 g~il@-B:1))

(o) (t) = %Sin(ﬂ)(Zcost - Ezt))
(o )(t) = sin()cos(p — B,t)
(o3)(®) = ((©)] oy [w(©))
_i) eigz_zf ( cos(6/2) )
0 Sin(@ZZ)ei(‘P_Ezt)
o sororieson om0
(a,)(t) = —icos(8/2)sin(8/2)e" @0 + icos(8/2)sin(6/2)e~#-B:t)
(a,)(t) = —icos(8/2)sin(8/2)(—e' @Bt  g~ilw=B:0))

1 _
(ay)(t) = iEsin(H)(—Zisin(go — th))
(o)) = sin(8)sin(p — B,t)
(o)) = WWDlo [P (@)
0 )eiBZ_zt( cos(0/2) ) )
-1 sin(0/2)ei(®~Bzt)
. 6/2

~ Ccos0/2) sine/e-es0) (D L)

(0,)(t) = cos?(8/2) — sin?(6/2) = cos(6)

—iB,t

=e 2 (cos(8/2) sin(6/2)e e~ th))(

—iB,t

=e 2 (cos(8/2) sin(8/2)e - th))(

—iB,t

= e 7 (cos(6/2) sin(8/2)e= D) (|

alors,
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(0,)(t) = sin(8)cos(p — B,t)

(oy)(@®) = sin(8)sin(p — B,t)

_ (a,)(t) = 605(9)_ o

Ces trois résultats correspondent aux coordonnées spheriques représentant un vecteur unitaire tournant a la
fréquence B, = yB, de Bohr autour de I'axe Oz. Il s'agit de la précession de Larmor.
Ce résultat correspond bien a ce que I'on peut s'attendre d'un hamiltonien proportionnel a g,. En effet, un
spin 1/2 plonge dans un champ magnétique a un moment de précession autour de la direction du champ
appliqué. On dira donc que les matrices de Pauli sont les générateurs de rotation.
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I1.4. Addition des moments cinétiques

I1.4.1.Moment cinétique total
Considérons un systéme physique formé de deux sous-systeme (1) et (2) indépendants. soient J; et J, les
opérateurs moments cinétiques des chacun de ces sous-systéme. Le moment cinétique du systéeme total est:

J=Ji+] (I1.4.1)

11.4.2.Espace des états:
I'espace des états du moment cinétique du sous-systéme (1) est noté E;. Il est rapporté a la base {|j;, m;)}
constituée des vecteurs propres communs JZ et J,
Jilinma) = ji1Gy + DR?|j,my)
Jizljumy) = myhlj;, my) (11.4.2)

1+ lj,my) = h\/jl(jl +1) —my(my £ 1)]j;, m; £ 1)

I'espace des états du moment cinétique du sous-systeme (2) est noté E,. Il est rapporté a la base {|j,, m,)}
constituée des vecteurs propres communs JZ et
J5ljzmz) = j2(jz + DA?|jp,my)
J2zlj2m2) = myhlj,my) (11.4.3)
122 me) = 1oz + 1) — my(my £ Dj,m, £ 1)

I'espace des états du moment cinétique du systeme global est le produit tensoriel de E,.et E,.:
E=E, QE, (11.4.4)
I'espace est rapporté a la base formée par le produit tensoriel des base E;.et E,.:
lj1, m1) & lj2, ma) = |j1, j2, my, my)
les espaces [, .et [E, sont de dimensions respectives(2j; + 1) et (2j, + 1), donc I'espace E set de dimension
(21 +1D(2j,+ 1)

11.4.3.Propriétés du moment cinétique total:
les composantes de 7 sont les sommes des composantes de flet fz :

Jx = Jix + Jox
Jy =J1y ]2y (11.4.5)
]z =]1z +]ZZ

Remarque:
Comme les deux sous-systemes (1) et (2) sont indépendants, alors les observables associées a un sous-
systeme commutent avec les observables associées a l'autre.
on peut démontrer facilement les propriétés suivantes:

> les composantes de J vérifient les relations de commutation du moment cinétique,

Undyl = it. Uy Je] = itdx Uz Jid = ity (11.4.6)

> les observables 2 et J, commutent avec JZ et J2.

> les observables J2 et J, commutent donc [J2,/,] = 0.

> l'expression de J2 en fonction des opérateurs J; . et ], est:

]2 :]12 +]22 + 2)1202; + JidSo- Y i-)os (11-4-7)

I1.4.4.1a nouvelle base de I'espace des états:{|], M)}
les vecteurs |j;,m;) ® |jo, my) = |j1,j2, My, my) sont des vecteurs propres communs aux observables
J2,]2,]., et ], avec les valeurs propres respectives j; (j; + 1)A2, j,(j, + 1A%, m h et m,h.
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la base {|j;, ), mq, m,) } est bien adaptée a I'étude des moments cinétiques individuels J; et 7, des deux
sous-systemes. cette base est appelée base découplée.
nous avons montré que les observables JZ, JZ, ]2 et ], commutent deux a deux. on cherche alors a construire
un systeme de vecteurs propres orthonormés communs a l'ensembles des observables
Uz,]2,7%,],}: 1j1,j2,J, M). La nouvelle base est bien adaptée a I'é¢tude du moment cinétique total du
systeme. Cette base est appelée base couplée.
Notation:
les vecteurs |j, j»,J, M) de la base couplée seront notes | J, M)
lj1,J20 ), M) =[], M) (11.4.8)
les nombres quantiques J et M qui caractérisent les valeurs propres de J? et de J,, sont tels que:
2 — 2
J:\J, M) = Mhl|],M)

11.4.5.Valeurs propres de J? et de ],
les valeurs propres de J,:

Jljv iz myma) = Uiz +J22) 1 j2, me, my)
= Jizljvjamyu,mo) + Jzalin o my, my)
= myhljy, jz, My, ma) + mahljy, jo, my, my)
= (my + my)hljy, j2, my, my)
= Mhljy, j2,my, my)
donc:
M=m; +m, (11.4.10)

et comme:

—j1smy <j . .
les valeurs propres de J, sont M telles que M = m; + m,, et vérifient:
—(i+j2) EM < (i +73) (11.4.11)

I1.4.6.Dégénérescence des valeurs propres de J,:
la valeur propre Ma = (j; + j,)h (correspondant aux valeurs maximales de m,et m,) est non dégénérée,
puisqu'il n'y a qu'une possibilité pou réaliser la valeur M = j; + j,:

m; = jietmy =j,

de méme, la valeur propre MA = —(j; + j,)h (correspondant aux valeurs maximales de m,et m,) est non
dégenéreée, car il faut que m; = —j; et my, = —js.

Donc:
IgM=ji+j)=gM=—j;—j)=1

la valeur propre Ma = (j; + j, — 1)h est deux fois dégénéré, car il y a deux possibilités pour réaliser la
valeurde M =j, +j, — 1:
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ml=j1—1etm2=j20um1=j1€tm2=j2—1

la méme chose pour la valeur Mh = (—j; + j, + 1)# est deux fois dégénéré, car il faut que:
m1 = _jl + 1€tm2 = _jz Oum1 == _j1 etmz = _j2 + 1

En pratique, on utilise le diagramme des valeurs comme suit:

sur un systéme d'axes, ou I'on porte m, en abscisse et m, en ordonné, chaque vecteur [m;m,) est représenté
par un point de coordonnées (m,, m,).

Tous les points sont a lI'intérieur ou sur les cotés d'un rectangle dont les sommés ont pour coordonnées:
U J2)r G —i2), (=j1J2), (=ju —J2)

Tous les points situes sur la méme ligne (appelées ligne des constantes) correspondent a la méme valeur de
M = m,; + m, et donc a la méme valeur propre, leur nombre est donc égal a la dégénérescence de cette
valeur propre.

Exemple:
(-3/2.1) (-1/2,1) (1/2,1) (3/2,1)
K\ ~ A Y
N ~ ~
\\ N \\
AN * A
N % ~
N ~ N
. LN ~
AN A N
\ N N
(-3/2,0) ~ Ji-1/2,0) ‘,u/z,o) + 1(3/2,0)
220
N M N
\‘ N A Y
N s A
N AN ~
. A A
N R ‘.
\ A \
AN N ,
\ N .,
(-3/2,1) (-1/2,1) (1/2,-1) (3/2,-1)
Ainsi:

les valeurs propres correspondanta M = 5/2 sont non dégénérées.
les valeurs propres correspondanta M = 3/2 sont deux fois dégénérées.
les valeurs propres correspondant a M = 1/2 sont trois fois dégenérées.

11.4.7.valeurs propres de J?
les valeurs possibles defrésultat de I'addition des deux moments cinétiques f1 et fz sont tel que :

J1—J2l €T <ji+)2 (11.4.12)
[1.4.7.1. valeur maximale de J: J,,ax
on a:
1+ SM<ji+)22 Mpax =j1+ )2
or:

—JSM<S] = Mpgx =]
donc, si I'on fixe m; et m, a leurs valeurs maximales j, et j,, on obtient le maximum de J, soit:

Jmax =J1 +J2 (11.4.13)
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[1.4.7.2. valeur minimale de J: ] ,in

a chaque valeur possible de J, il correspond (2] + 1) valeurs de M, c'est-a-dire (2] + 1) vecteurs propres

|/, M). A I'ensemble des valeurs possibles de J, il doit alors correspondre un nombre de propres |/, M) égal

a la dimension de I'espace E(j;, j») qui est (2j; + 1)(2j, + 1).

par la suite:
Jmax Jitj2
@h+DEh+D= ) @+D= ) @+
J=Jmin J=Jmin
Posons k = | — J,inalors:
Jmax j1+j2_]min
@h+D@p+D= ) @+D= Y [20k+ ) +1]
J=Imin k=0
JitJz2—Jmin Jitiz—Jmin
= 2y + 1) z 142 Z k
k=0 k=0

Du moment que:

Zn:1=" zn: =n(n+1)

k=0 =

Donc:
2j1+D@j2+ 1) = @min + D01 +J2 = Jmin + D + (1 +J2 = Jmin) G1 +J2 = Jmin + 1)
@1+ D@j2+ 1) =(Gr+j2+ 1= Jmin)Ur +J2 + 1+ Jinin)
21 + DRz + D = (1 +j2+ D> = Jjum
Jimin = U1 = J2)?
Soit, puisque J est toujours positif ou nul:

Jmin = lj1 — J2l (11.4.14)
Ainsi, J vérifie dans E(j;, j,) la double inégalité:
_ _ _ U —Jal ST <j1+J2
Cette relation constitue la deuxieme régle de sélection.

11.4.8.Exemple:

soient les deux moments cinétiques j; = 3/2 et j, = 1. Les valeurs possibles de J sont tel que:
13/2-1|<J<3/2+1=>1/2<]<5/2 =]=5/2,3/2,1/2
le sous-espace Es /,:
J=5/2=>M=5/2,3/2,1/2,-1/2,-3/2,—-5/2

Soit:

Es;, ={15/2,5/2),15/2,3/2),15/2,1/2),15/2,-1/2),15/2,—-3/2),15/2,—5/2)}
le sous-espace Ej3 /,:

J]=3/2=>M=3/2,1/2,-1/2,—-3/2

Soit:
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le sous-espace E, /,:
J=1/2=>M=1/2,-1/2
Soit:
On vérifie bien que: dim E = dim[E, x dimE, = dimEs,, + dimE3,, + dimE, /,

[1.4.9.Résumé:

Lorsqu'on additionne deux moments cinétiques fl et J, de nombres quantiques j; et j, respectivement, les
valeurs possible de nombre quantique J associe au moment cinétique total J =f1 +f2 sont:
ji—J2l ST <ji+)2
A chaque valeur de J sont associées les valeurs (2] + 1) valeurs de M
—] <M< JavecM = my + m,

11.4.10. Vecteur propres communs de J? et ],:

11.4.10.1. Expression des vecteurs |], M) en fonction des vecteurs |jq, j,, m;, m;)
les vecteurs |/, M) constituent, comme les vecteurs |j;, j», my, m,), une base dans l'espace E.
En utilisant la relation de fermeture :

J1 J2
Z Z lj1,J2, My, M )1, J2, My, M| = 1

) my=—ji1 Mp=—j2
les vecteurs |/, M) s'expriment alors dans la base {|j, j,, my, m,)} par:
J1 Jj2
|/, M) = Z Z i1, J2 My, M), 2, My, My | J, M)

my=—j; My=—J, ,
J1 J2

= Z Z U1, J2omy, my|], M)|j1, j2, Mg, M)

my=—ji1 My=—}

J1 J2
Z Z lj1,J2o My, M ){j1, J2, My, M| = 1

my=—j1 Ma=—j

Rappelons que :

D’ou:

J1 J2
IMy= D Gl e, ma) (11.4.15)

. my=—j; my=—j;
Ou les coefficients
Covmy = (1, J2ma, ma|J, M) (I1.4.16)
Sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan

[1.4.10.2. Convention pour le facteur de phase:
cette relation définit les vecteurs |J, M) a un facteur de phase arbitraire prés. Le choix peut se faire en
admetant que les coefficients de Clebsch-Gordan sont des réels, c'est-a-dire que:

CoM o, = (o ma, malf, MY = (J, Mjy, o, g, my) (I1.4.17)
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11.4.11. Méthode de calcul des différentes vecteurs |]J, M):
les différentes valeurs de J sont:
J=jitiaitia—1,ji+j2— 2, lj1—Jj2l + 1,1j1 = J2l (11.4.18)
A chaque valeur de J sont associées les valeurs (2] + 1) valeurs de M
—] <M< ]Javec M = my +m,
donc a chaque valeur de J est associe un sous-espace E(J) de dimension (2] + 1) qu'il faut déterminer:
EJ =j1+J2)EJ =j1+j2— 1D, EJ =j1+j,—2), EUJ = j1 —Jj2)

11.4.11.1. 1- Le sous-espace E(J =j; +j3):

E(J = J1 +j2) = { |]max» Mmax=j1+j2>r |/maxs Mmax—1)**» Umaxs Mmin+1), |]maxr Mmin:—jl—jz )}
considérons le vecteur |J,ax, Mmax) Correspondant aux valeurs maximales de M et J:
Minax = Jmax = J1 T J2 ] )
Comme la valeur propre AM,,,,, = h(j; + j,) (de l'observable J,) es non dégenéré, puisqu'il ny a qu'une
seule possibilité pour réaliser la valeur:
Mpmax = J1 +Jj21my = jietmy = J,
Alors la somme ne comporte qu'un seul terme:
) max = J1 + j2 Mmax =]1 +Jj2) = |j1_:j2' my = ji, My = jp)
C'est-a-dire, qu'en tenant compte de la convention de phase ci-dessus, on a:
C-]'j-1+j2 —
. J1,J2 o
- le méme raisonnement est valable pour le vecteur |J,,qx, Mmin) Correspondant aux valeurs minimales de
M et J:
Mmin =Jmin = —J1—J2 =2 My = —jietmy = —j;
Donc:
Umax = J1 + J2o Minax = —j1 = J2) = ljuj2m1 = —Jump = —J2) _
- les autres vecteurs |/jax = Jj1 +Jj2, M), tels que —] <M <], s'obtiennent, a partir du vecteur
|Jmax = J1 ¥+ Jj2o Mimax = j1 + J2), par action répétée de l'opérateur J_ = J;_ + J,_.

11.4.11.2. 2-Le sous-espace E(J=j; +j, — 1)
considérons le vecteur|] = j; +j, —1,M = J) correspondant a la valeur maximale de M dans ce sous-
espace:
M=]=ji+j,~1 _
Comme M = m, + m,, cette valeur de M est réalisée pour les valeurs m, et m, suivantes:
(my=ji,my=j,—1et (m_1 =j1—1,my =j,)
donc, le vecteur |J = j; +j, — 1,M = j; + j, — 1) appartient au sous-espace engendré par les vecteurs:
) lj1,j2,my = jl'mg =j,— 1) et |ji,jo,my = j1 — 1, my = j3)
Il est par conséquent, est proportionnel a ces deux vecteurs:
J=jh+i2—-1LM=j+j,—-1)=
_ alji,jzmy = j1,my = jo, — 1) + Blj1,jmy = ji — 1,my = j)
Ce vecteur doit &tre normé:
a’?+p2=1
et il doit étre orthogonal au vecteur |Jex =Jj1 +Jj2. M = j1 +j, — 1) € E(J = j; + jo):
(]max =j1tjuM=ji+j,— 1|] =j1+j2— 1'_M =j1+j2— 1)=0 )
ces deux vecteurs correspondent a la méme valeur propre de J,, mais a deux valeurs propres différentes de
J2. ces deux conditions permettent de calculer les valeurs de a et 8, et par conséquent déterminer le vecteurs
U=ji+ja=1LM=j+j,—1).
I'application successive de l'opérateur J_ = J;_ + J,_ permet de trouver les autres vecteurs de ce sous-
espace. cette méthode va étre répétée pour les autres sous-espaces pour déterminer tous les vecteurs |/, M).
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11.4.12. Exercices

Exercice 1:
Trouver les coefficients de Clebsh-Gordan associe a la somme de deux moments cinétiques j; = 1 et j, =
1
Solution.
On y suppose connue la base découplée {|j;,j., my, m;)} constituée des états propres communs a
]127.]22']12']22
ouji,j, =1my,m; =1,0-1.
et I’on cherche a déterminer la base couplée {|J, M)} constituée des vecteurs propres communsaj?2, jz,J2,],,
oufest le moment cinétique total J = 2,1.0

M = 2non dégénéré,1 dégénéré deux fois,0 dégénéré trois fois,—1 dégénéré deux fois,
—2 non dégénéré

J M | Les kets |J, M) en foction des kets |j;, j», m;, my) gn | Coefficients de C-G
2 12,2) = al1,1,1,1) 1 a=(1,1,1,1]2,2)
b =(1,1,1,0|2,1)
1 |2,1) = b|1,1,1,0) + ¢|1,1,0,1) 2 c=(1101]2.1)
d =(1,1,1,0|2,1)
0 12,0) =d|1,1,1,—-1) + ¢|1,1,0,0) + f|1,1,—-1,1) 3 e =(1,1,0,1|2,1)
J=2 f =(1,1,0,1]2,1)
h
. 12,—1) = h|1,1,0,—1) + k|1,1,—1,0) 5 — (11,0, —1]2 — 1)
k=(11,-,0[2 —,1)
n
-2 |2, —2) =n|1,1,—1,—1) 1| (11 -1 -1[2,-2)
1 |1,1) = p|1,1,1,0) + ¢q|1,1,0,1) 5 p =(1,1,1,0|1,1)
q=(1,1,0,1|1,1)
w =(1,1,1,0|2,1)
1=1 0 |1,0) = w|1,1,1,—-1) + x|1,1,0,0) + v|1,1,—1,1) 3 x =(1,1,0,1|2,1)
v =(1,1,0,1]2,1)
t
-1 |1,—-1) =¢t|1,1,0,—1) + r|1,1,—-1,0) 2 =(1,1,0,—1|2 —,1)
r=(1,1,-,0|12 —,1)
z =(1,1,1,0|2,1)
J=0|0 |0,0) = z|1,1,1,—1) + u|1,1,0,0) + y|1,1,—1,1) 3 u=(1,1,0,1|2,1)
y =(1,1,0,1]2,1)

Le sous-espace E(J =2) —2<M <2,=E(J =2)={22),]12,1),]12,0),|2,—1),|2,-2)}, dimE(J =
2) =5:
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la valeur M = 2 n'est pas dégenéreé, Le ket | = 2, M = 2) s’écrit simplement :
12,2) =11,1,1,1),
Le coefficient de Clebsch-Gordan donc, :
(1,1,1,112,2) = 1
En appliquant J_ sur le ket |2,2) on trouve le vecteur |J = 2, M = 2):
]—|212> = (/1— +]2—)|11111)1) :]1—|1'1'1'1) +]2—|1,1,1;1>
22 +1)-22-121)=hJ1(1+1) —1(1 - D|1,1,1,1) + A/1(1 + 1) — 1(1 — 1)|1,1,1,1)
22,1) = v’u101>+v”u110)

2,1 1,101 1,1,1,0
12,1) = \/_I >+\/_I )

Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:

(1,1,0,112,1) = (1,1,1,012,1) =

Nl =

En appliquant J_ sur le ket |2,1) on trouve le vecteur |J = 2, M = 0):
Aprés un calcul simple :

1 2 1
|2,0) = —]|1,1,1,—-1) + —]1,1,0,0) + —|1,1,—1,1)
V6 V6 V6
Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:
1 2
(111)1) _1|2)0) = <1F1l _1)1|2ﬂ0> =, <1:1:0:0|210) = —F=
V6 V6

Puis:

1 1
= |1;1;0; _1> +—= |1111 _1'0)

2= =7 7z

Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:
(1)1)0) _1|2) _1> = <1F1l _1I0|2F _1) =

Nl =

Et enfin:

12,-2) =|1,1,-1,—1)
Le coefficient de Clebsch-Gordan donc, :

(1,1,-1,-1]2-,2) =1
Lesous-espace E(J=1)-1<M<1,=>E(J =1) ={|1,1),]1,0),|1,-1),}, dimE(J = 1) = 3:
Le ket |J] = 1, M = 1) est forcément combinaison linéaire des deux kets de base |1,1,1,0)et |1,1,0,1) (les
seuls qui aient M = 1) :

|1,1) = p|1,1,1,0) + q|1,1,0,1)

La condition de normalisation :
p’+q° =1
le |1,1) est orthogonal au vecteur |2,1):
1
(2,1]11,1) = q—0=>p——q
g R N
On choisit p et g réels, et on prend par convention a p positif ; dans ces conditions :

1 1
|1,1) = —=[1,1,1,0) - —[1,1,0,1)
V2 V2

Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:

1 1
(1,1,1,0/1,1) = —,(1,1,0,1|1,1) = ——

V2 V2

L’application de J_ permet ici aussi d’en déduire |1,0) et |1,—1). On trouve facilement, par la méme
technique que plus haut :
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1
V2
Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:

1 1
<111111_1|1)0) = _1(1)1)_111|1I0) = __F<1I1I0I0|1I0) =0
V2 V2

1 1
|1,-1) = —]1,1,0,—-1) — —|1,1,—-1,0)
2 2

1
|1)1)1) _1> - =

11,0) = 7

|1111 _1I1)

Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:

1 1

(1,1,0,—1|1,-1) \/§'<1'1' 1,0/1,0) 7
Le sous-espace E(J =0) M = 0,=> E(J = 0) = {|0,0)}, dimE(J = 1) = 1:
Le ket | = 0,M = 0) est forcément combinaison linéaire des trois kets de base |1,1,1,—1),]1,1,0,0) et
|1,1, —1,1) (les seuls qui aient M = 0) :

|0,0) = z|1,1,1,—1) + u|1,1,0,0) + y|1,1,—1,1)
la condition de normalisation :

zZ2+ut+y?=1

le |1,1) est orthogonal au vecteur |2,0):

1 2 1
2000)=—z+—=u+—y=0=>z4+2u+y=0
(2,010,0) NN y

et le |1,1) est orthogonal au vecteur |1,0):

1 1
(1,0[00) =—=z+0u——y=0=>z=
2 ﬁy y
Ces relations impliquent : z = —u =y
On choisit z, u et y réels, et on prend par convention z positif ; dans ces conditions :

1 1 1
|0I0) == |111:1: _1> - _3 |1F1!OIO> +—= |1F1l _1I1)

3 3 3

Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:
1 1
1,1,1,-1/0,0) =¢(1,1,—-1,1|0,0) = —,(1,1,0,0|0,0) = ——
( 10,0) = ( 10,0) NG ( [0,0) 7

Les coefficients de Clebsch-Gordan donc:

1 1
(1,1,1,0[1,1) = —,(1,1,0,1|1,1) = ——
V2 V2

Exercice 02 :
Soit un systéeme constitué de deux particules de spin 1/2 dont les variables orbitales sont ignorées.
L’hamiltonien du systéme est

H = (A)lslz + (1)2522

olw; et w, sont des constantes réelles et S, ,, S,,. sont les projections des spins S; et S, de deux particules
sur l'axe z.

1- A linstant t, on mesure S, = S;, + S,,. Quelles sont les valeurs que I'on peut trouver et quelles sont
leurs dégénérescences ?

L'état du systeme, at =0, est :
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1
1 (0)) =ﬁ[|+ =)= 1= )]

2- Quel est I'état du systéme, a I’instant t

2- Quelle est la probabilité de mesurer m, = 1.Quel est I’état du systéme immédiatement apres la mesure.

Solution
1,0,—1pourS =1

1- Les resultats de mesure sont les valeurs propres de S, = S;, + S, qui sont : { 0 pour S = 0

Alors : les valeurs 1 et -1 ne sont pas dégénéreés et la valeur 0 est dégénéré deux fois.

2- L'état du systéme, a ’instantt: on a :

. ) 1
_ ,—liHt/ _ ,—iHt/h [ _—_ —\V_— |—=
V() = e H () = e (= [1+ )~ |- +])
_ i —iHt/h|y _\ _ ,—iHt/h|_
[P (1)) ﬁ[e I+ —)—e |- +)]
Ona:
h
H|+ =) = (w151, + 02S52,) |+ —) = E((Ih — wy) |+ —)
h
H|— +) = (w151, + 028,)|— +) = —E(CU1 —wy)|—+)
Alors :

[ h
[(©)) =%[9_ig(wl‘°’”/"’l+ o) +>]

(w1—w3)

wl—wz) .
T ) - e 1)

1
W) = 7]

La probabilité de mesurer m, = 1.

(wq1-wy)

1 [ e, i(wlng)tl +)]> 2 0
—le —)—e —~ =
V2

pm, = 1) = [+ + RO = |+ +1

Exercice 3
Deux atomes portent chacun un spin %en raison d’un électron non apparié dans la derniere couche. Les

deux atomes sont suffisamment proches 1’un de 1’autre pour que les fonctions d’onde des deux électrons se
recouvrent, ce qui, comme on peut le démontrer, méne au hamiltonien d’interaction suivant entre les deux
systemes :

J
hZ

ou / est une constante ayant les unités de 1’énergie et ou S; et S, sont les opérateurs du spin des deux atomes.

H = §1'§2
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1- Adoptez la base suivante: {|e;, 1)} = {|+, +), |+, =), |— +),|—, —)}. Rappelons que c’est un espace a
quatre dimensions, obtenu par produit tensoriel des espaces de spin individuels des deux atomes. Ecrivez
dans cette base la matrice représentant I'namiltonien.
2- Trouvez les états propres et valeurs propres de H. Y a-t-il des dégénérescences?
3- Montrez que H commute avec S, = S;, + S,,. Comment cela aide-t-il a classifier les états propres?
Solution
1- On définit le spin total S du systeme par ’égalité :

§=8+5,
Le produit scalaire §1 -§2 peut s’exprimer en fonction des operateurs Sy, S1, €t S, Sy, ; on verifie en
effet aisément que :

§1 ’ §2 = S1xS2x + SlySZy + 512522
5 o 1
S1°8; = 2 (S1482- +81-524) + 51,55,

] 5 = J 1
HI4) = 2550l 4) = 255 (10 + 518,20 + 51850 | 14 +)
J 1
HI,4) = 2|5 1o [, 4) + S1_Sau 4, 4) + SusSaal+,+)|

Hl+,+) =£|+,+>

] & = J [
H|+,—) = ﬁ51 S|+, —) = 7z [E (S14S2- +851-8,4) + S1z52z] [+, =)
J 11
HI+,=) = 27 |5 ueSaclh =) + S1 S5 14, 2) + S1sS2al+, )|
] 1
De méme méthode on trouve:
_J 1
Hl= =) =Z1--)
1 0 0 0

2lo 2 21 o] @
0

2- les valeurs propres:
onakE; = idégénéré deux fois, avec les vecteurs propres; |@11) = |+, +) et |p1,) = |-, —)
Reste a diagonaliser la sous-matrice 2 x 2 :

(H)o = %(_21 _21)

(-1-1)?—-4=0=>A=1oul=-3

G 5=

Les vecteurs propres:

pour lavaleur 1 = 1 = E; :ﬁ

_X1+2X2=x1$ _ :>| )_il—i- _)+i|_ +)
20, —xy =xp 1T X2 T (P13 =7 N
pour lavaleur A = =3 = E; = _%
—x; + 2x, = —3x; _ _i __i_
2x; — Xy = —3X, =X = X2$|(P3)—\/§|+, ) \/El ,+)
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Alors, on résume:

[l =k
; P11 Nk
E, = 1 dégénérée trois fois — { |<P1,z) =|--)
[ 1 1
=—|+-)+—=I-+

kl(plﬁ) \/El ) \/El >
1

E; = —— non dégénérée - y=—|+-)——|-+

1 4 g |3 \/7| \/7| )

3- Montrez que H commute avec S, = Sy, + 53,
[H,S,] = # [S1xS2x + S1ySay + S12822 + S12S22,S12 + S2z]
f{Z {[51x52x» Siz] + [SlySZy: Slz] + [512522:S12] + [S12S2x0 S22] + [SlySZyl 52z] + [SleZZ'SZZ]}
-3 { St S12)S2x + [S1y, S12]Say + [S12, 121522 + S1x[Saxs Saz] + S1y[S2y, S2z| + S12[S22, Sa21}

I ¢ . . . ;
ﬁ{_thIySZx + 11818y = hS1xS5y + ihS1ySpc} = 0

les vecteurs propres H sont des vecteurs propres de S, =,S;, + S,, et ils sont organisés en fonction des
vecteurs propres communs de S? et S, comme suit:
Les vecteurs

|§01,1> =[11) = |- +)
1 1
|p13) =11,0) = N LMIRAY Lt
|§01,2> =11,-1)=|-,-)

ces vecteurs appartiennent au sous-espace [E,

1 1
lps) =10,0) = EH‘.—) _EI_'H

ces vecteurs appartiennent au sous-espace E,
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I11. Chapitre III Le potentiel central

I11.1. Le potentiel central

11.1.1. Systemes a deux corps : mouvement relatif
Par définition, un potentiel est dit central s'il ne dépend que la distance r a I'origine des coordonnées: V =

V(r)

11.1.2 L'atome d'hydrogene
Nous considérerons cet atome comme formé d'un électron sans spin et non-relativiste placé dans le champ
coulombien du proton. Résoudre ce probléme consiste donc a déterminer les états propres de I'Hamiltonien
yoPe P e
2m,  2my,  Amey|R, — 7|
ol Pe, Pp. Te, I, désignent les opérateurs impulsion et position de I'électron et du proton. Alors
I'atome d'hydrogéne est un systeme a deux corps dont l'interaction est décrite par un potentiel central

V(|fe — £,|) ne dépendant que de la distance r = |F, — £

(111.1.1)

111.1.3. Systeme effectif a un seul corps
Pour résoudre le probléme il faut réduire ce systeme au systeme effectif a un seul corps. Pour cela, on
introduit les opérateurs position et impulsion du centre de masse
mpTy, + meT,

Tcm—m, ﬁcm=ﬁp+§e: ?=F9—Fp (111.1.2)
On peut alors réécrire I'namiltonien sous la forme
H=H,, + H, (111.1.3)
Pém p’
Hom = 23 Hy = o +V(r) (I111.1.4)

ol p.n, est le moment conjugué a la position du centre de masse et p le moment conjugué a la position

relative T et M = m, + m,, est la masse totale et u ( = mi + i) est la masse réduite. L'hamiltonien se

l

u p Me

sépare donc en deux contributions disjointes : H,,, décrivant le mouvement libre du centre de masse

(impulsion p,,,, masse totale M), et H,., décrivant le mouvement relatif des deux particules du systéme sous

I'effet du potentiel V() (impulsion p, masse réduite u)..

Du point de vue quantique, ’espace de Hilbert E est le produit tensoriel d’un espace E.,, décrivant le

mouvement du centre de masse, et d’un espace [E, décrivant le mouvement relatif des deux particules :
E=E.,®E, (111.1.5)

et par conséquent les états propres du hamiltonien total sont des produits tensoriels des états propres de H,,

etde H, :

|¢> = |¢>cm & Ilp)r; lp(?cm, F) = djcm(?cm)’nbr(?) (I11.1.6)
On sait que les fonctions propres W, (7.,) de H,, sont les ondes planes:
Yem (o) = e Tem/ (111.1.7)

ol K est un vecteur d'onde arbitraire.

et y,.(7) sont les fonctions propres, a déterminer de H,..

Les valeurs propres de H seront donc de la forme:
h?K?

Etot :W-I_E (11118)
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c'est-a-dire la somme de I'énergie cinétique du centre de masse (H,,,) et de I'énergie interne (H,.).

111.1.4. Mouvement d’'une particule dans un potentiel central
Le hamiltonien H,. décrivant le mouvement relatif des deux particules est:
2 hZ
H=Cyvmy=2a+ve) (I11.1.9)
2U 2U

En coordonnées sphériques, I'expression de I'opérateur Laplacien est:

102 1 (0?2 d 1 02
A= ;WT + ﬁ(m + COt(H)% + ma—q)z>
Or, I'expression de I'opérateur L? en coordonnées sphériques est donnée par:
L? = —h? <a—2 + cot(e)i + ! a—2> (111.1.10)
002 00  sin2(0) d¢? o
D'ol I'expression de Laplacien en fonction de L2:
1 92 L?
=;ﬁr—h2r2 (111 111)

Donc, I'opérateur hamiltonien s'écrie:
H, = ho1 07 + L + V() (111.1.12)
T Z/Jrarzr 2ur? r o
Si I'on définit la quantité de mouvement radiale par I'expression:

h? 02

2 - 7

P = s T (111.1.13)
Alors:
2 2
=
H, = 2 + e +V(r) (111.1.14)
111.1.5. Equation aux valeurs propres:

soit y,.(#) = y,.(r, 6, @) la fonction d'onde décrivant un état stationnaire de la particule d'énergie E. dans
la représentation {|r)} I’équation de Schrodinger indépendante du temps satisfaite ,.(r, 8, ¢) prend donc
la forme:

H ), (r,0,90) = EY,.(1,0,0) (111.1.15)

h%1 02 L?

2ur or? T 2ur?

Donc:

+ V() |y, (r,0,9) = EY,.(r,0,p) (I11.1.16)

111.1.6. Séparation de variables:
On remarque que I'hamiltonien peut s'écrire comme la somme de deux hamiltoniens, un agissant sur la
variable radiale r, et un autre agissant sur les variables angulaires (Q = 6, ¢):

__M1o + V(@) + v (111.1.17)
" 2uror?’ T o
——
Hrad Hang
Avec:
h%1 02 12
Hrad = —Z;ﬁr + V(T‘), et Hang = m (111 118)
2
L'opérateur L? n'agit que sur les variables angulaires (Q = 8, @), il commute avec I'opérateur %

et avec toutes fonctions de r. Donc:
[Hrqq, L?] = 0 = [H,,L?] = 0 (111.1.19)
De méme pour L,:
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[H,,L,] =0 (111.1.20)

Par consequent, on impose aux fonctions propres ,.(r, 6, @) de I'hamiltonien H,d'étre aussi fonctions
propres de L? et L,:

H, (r,0, (P) = Elpr(r’ 0, (P)

LYY, (1,0,9) = R2L(L+ DY,(1,0, ) (I111.1.21)

L,y (T', 0, (P) = mhy, (.6, (,0)
la méthode de séparation de variables d'écrire:

(1,6, 90) = R(r)Y™ (6, p) (111.1.22)

ol Y™(8, @) sont les harmoniques sphériques, fonctions propres communes a L? et L,;et. R(r) appelée
fonction radial.

11.1.7. I'équation différentielle satisfaite par la fonction radiale R(r):
Remplagons dans I'équation (I11.1.16) la fonction d'onde ,.(r, 8, ) par R(r)Y;/™(6, ¢)

10 v R 6.9 = BRI, )
Zurarzr 2ur? r TS e) = e
Donc:
h?1 92 211+ 1)
m — = m
Y™ (e, (p)[ arzr + 22 + V(r)lR(r) ER(r)Y™(6, @)
on divisant par ¥;*(6, ¢) on obtlent I'équation différentielle satisfaite par la fonction radiale R (r):
h?1 02 2L+ 1)
_Z7ﬁ( R(M) + <— V(r))R(r) = ER(r)
Multiplions cette équation par T
h? o h21(1 + 1)
_ﬂﬁ(m( )+ ( I V(r)> (rR() = E(rR(1))
En faisant le changement de fonction suivant:
u(r) =rR(r) (111.1.23) 6.24

Ce qui permet d'obtenir une équation plus simple:
h2o0%u(r) [(R2(l+1)
~ o + ( 27 + V() |u(r) = Eu(r)

On obtient alors I'équation de Schrddinger d'un systéme unidimensionnel, d'état propre u(r), plongé dans
le potentiel effectif V,(r):

h? 0%u(r)
2# 7 + V,(r)u(r) = Eu(r) (I111.1.24)  (xx)
Ou V;(r) est donné par:
2
V,(r) = % FV(@) (111.1.25)

Donc, connaissant le potentiel V;(r), on peut résoudre I'équation aux valeur propres (111.1.24) pour obtenir
u(r) et par conséquent les fonctions d'ondes
u(r)

(1,0, 9) = —Y{”(B ®) (111.1.26)

111.1.8. Solution de I'équation radiale

[11.1.8.1. Le cas de I'atome d’hydrogéne (états liées)
2
Le cas de I’atome d’hydrogéne V(r) = —ﬁ.correspond a un potentiel Coulombien. L’équation
0
(I11.1.25) s'écrit alors:
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h? 9%u(r) (flzl(l +1) e?

25 o >u(r) = Eu(r) (I11.1.27)

2ur? B Amre,r
En posant:
Amreyh?

= 529x107m et u=m (I111.1.28)

ag =

ou a, est le rayon de Bohr:
alors I'équation (I11.1.27)prend la forme:

ap0’u  (1(L+ Da, 1 £ ma3
_76r2+< o WU =a—0u, avec & = — E (I111.1.29)
ou I'on a pris m = p pour alléger la notation.
Introduisons ensuite la variable sans unités x = r/a,. On obtient alors:
10%u [(l(l+1) 1
_Eax2+ 2x? IR L Al
ou encore
Ia+1) 2
u' = ( ) ———2¢c]u (111.1.30) 5.27
2x2 X

Il est clair que si € > 0, rien n’empéche la particule de s’¢loigner a I’infini. Des états propres existent dans
ce cas, mais forment un spectre continu et décrivent plutot une situation de diffusion de 1’électron par le
noyau, et non un état lié. Un état lié doit forcément avoir une énergie négative ¢ < 0.
Commencons par étudier le comportement asymptotique de u. Lorsque x est trés grand, 1’¢q. (I11.1.30)
Devient:
u' = 2e¢u, a=+vV-—2¢ (111.1.31)
Dont la solution générale est:
u(x) = Ae ™ + Be™ x> 1
ou A et B sont des constantes. Pour que la solution soit intégrable quand x — oo, il faut que B = 0,
étant donné que a > 0. Alors, on obtient:
u(x) =A4Ae ™™ x> 1
En revanche, lorsque x est tres petit, 1’éq. (111.1.30) devient plutot:
I(l+1)
o 2x?

14

Dont la solution est une loi de puissance :

ulx) =Cx"*! x«1
Nous allons mettre a profit ces deux comportements en définissant une nouvelle fonction v(x) telle que:

ulx) =v(x)e™** (111.1.32) 6.42

Comme:

u' =ve ™ —que™**

u =v"e " —2av'e”* + a’ve~

L’équation (I11.1.30) devient, en fonction de v ,

ax

I(l+1 2
v”—2av’+a2v=<( )——+a2>v

2x2 X
Ou encore,

I(l+1 2
( )v +;v =0 (111.1.33) 5.38

Afin de résoudre cette équation, nous allons utiliser la méthode de Frobénius, qui consiste a écrire v sous
la forme d’une série de puissances :
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v(x) = z Crx ettt (I11.1.34)

k=0
Nous avons défini ’exposant comme k + [ + 1 en raison du comportement connu de v(x) (le méme que
pour u(x)) quand x < 1: v(x) = Cx'**. De cette maniére, on peut supposer que le premier coefficient de
la série (cy) est non nul.
En dérivant terme a terme,
oo

v'(x) = Z(k + 1+ Dcexkt v'(x) = Z(k + Dk + 1+ 1)cpxk+i-1

en substltuant v'(x) et v”(x) dans (I11.1. 33) on obtient:

Z(k+l)(k+l+1)ckxk+l L 2aZ(k+l+1)ckx —l(l+1)Zc xk+i= 1+Zchx

=0
Pour avoir les mémes puissances de x, |I faut changer les indices de sommatlon

o)

Z(k + Dk + 1+ 1)cpxk+i=1 — ZaZ(k + D X — 1L+ 1) z Cpxfti=1 42 Z Cpqxkti=1
k=0 k=1
=0
il suffit par la suite d'égaliser les coefficients d’'une méme puissance. on obtient
Commencons par le terme k = 0, qui ne se retrouve qu’a deux endroits : on trouve une relation triviale,
conséquence de notre choix éclairé de la puissance initiale de x :
pour k = 0:
(k + l)(k +1+ 1)Ck|k=0 - l(l + 1)Ck|k=0 =0
pour k # 0:
[((k+Dk+1+D) =10+ D]c, +[2—2alk + D]cg_, =0
Ce qui nous conduit a la relation de récurrence suivante :
2a(k +1)—2
K+ kQl+1)
Supposons maintenant que la série n’est pas tronquée, ¢’est-a-dire qu’aucun des coefficients ¢, n’est nul.
Lorsque k est grand, la relation de récurrence est approximativement

k= (111.1.35)

2a
- Ck = k Ck-1
Dont la solution est
(2a)*
Cr = Kl Co
la fonction v(x) devient:
2a)¥
v(x) = cox'tt %xk ~cox!*1e?®*  pourk — o

k=0

ce qui correspond au développement en série de la fonction exponentielle e2** . Cela signifie que, si la
série n’est pas tronquée, la fonction v(x) se comporte comme e2%* 3 infini, et donc u(x)~e® , ce qui
est une contradiction, étant donné que nous savons que u(x)~e~** quand x > 1.

Nous sommes donc forcés de conclure que la seérie est tronquée, 1l existe, donc, une valeur maximale de
I'indice de sommation k4, = O,telle que ¢, +1 = 0. Cela se produit si 2a(M + 1 + [) — 2, ou encore

1
Kmax + 1+1 =~ (111.1.36)
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111.1.9. Quantification de I'énergie
k.nax €St un entier positif ou nul, cette relation consiste une condition de quantification pour «,
En définissant le nombre quantique principal

n=knpg +1+1 (111.1.37)
Soit
1
a=- (111.1.38)
1 a? 1 £ h? h?
TTRTE 2 2n? maj ¢ 2magn?
Ou encore I’énergie de I’atome d’hydrogene est bien quantifiée:
E, = Moo om () _h (111.1.39)
" 2ma2n?  2h%n?\4me,) n? o
ou E;est I’énergie du niveau fondamental (n = 1) (a un signe prés) appelée 1’unité de Rydberg :
m [ e?
E,=—— = —13.6eV = —1R 111.1.40
1 2h? (471'80) ¢ y ( )
On définit aussi I’énergie d’ionisation E; = —E;, une énergie positive minimale qu’il faut fournir a I'atome

d'hydrogene afin de I’ioniser a partir de son état fondamental.

Notons que la condition k,,,, = 0 entraine [ < n: le nombre quantique orbital | prend donc, pour valeur
[=01-n-—1.

De méme, pour chaque valeur de [, il ya (21 + 1) valeurs possibles de m. Le degré de dégénérescence du
niveau d'énergie E,, est donc

z(zz +1)=2- n(n —D4n=n? (I11.1.41)

En tenant compte du spin de 1 ¢lectron, le degre de dégénérescence est plutdt
Jn = 2n? (111.1.42)

111.1.10. Etats propres
En tenant compte des nombres quantiques n, L et m, les fonctions d'ondes de I'atome d'hydrogéne peuvent
s'écrire sous la forme:
wr(rl 0, QD) = lpnlm(ri 0, QD) = Rnl (T)Ylm(e' (P) (III 143)
Utilisant I'expression (I11.1.23) pour R(r) en fonction de u puis I'expression (I11.1.32)pour u en fonction
de v, on obtient:
ulx) = v(x)e™**

kmax

v(x) = x!*1 Z Crx®

k=0

rery =27

ou v(x)est un polynéme de degré k,,,, =n—1—1en x et dont les coefficients sont donnés par la

relation récursive qui, une fois prise en compte la condition de quantification &« = 1/n, devient

20k + 1)/n —
kTR R+ 1) k=01 Jmax =n—1-1 (111.1.44)

avecx =r/ay eta=1/n

11.1.11. Exemple:
L'énergie de I'état fondamental (n = 1) de I'atome d’hydrogéne est:
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1
E1 = W = —13.6eV
pourn =1etl <n = [ =0 ce niveau n'est pas dégénéré ou dégénéré deux fois si I'on tient compte de
spin. .
pourn=1etl=0 = ke =n—-01—-1=0
kmax=0
v(x) = x!*? Z cex® = xcq

k=0

r
u(x) = cpxe ™™ > u(r) = coa—e_r/aﬂ
0

u\r C
R(r) — Q = _Oe—T/ao
r ay

puisque c, est le seul coefficient non nul. On obtient ¢, a partir de la condition de normalisation.
(o]

f R*(MR(r)ridr =1

0

j (—CO e‘r/“o) (—CO e‘r/ao)rzdr =1
Qg Qg
0

2 7 2 /.3
C C a 2
if e~2r/aor2gy = 1 = 1% (IO>=1=>ao=—

Puisque L = 0,m = 0 = Y (8, ) = 1/+/4m, soit
¢100(T, 91 gD) = RlO(r)YOO (0' 90) =

1 e—r/ao
Jrag

[11.1.12.  La densité de probabilité
La densité de probabilité de trouver I'électron dans un élément de volume d3r
d*1Prim (1) = [Wnim (1,0, @) 2 A1 = Y (1,6, @) |*r*sin(0)drdodyp
= |Ry(M)|?r2dr x |Y™(8, ¢)|?sin(0)dOde (I11.1.45)
la densité de probabilité de trouver I'électron entre r et r + dr est donc proportionnelle a |R,;(r)|?r?dr et
la densité électronique est donc o« |R,,;(r)|%r?.

111.1.13. Exercices
Exercice 1:

Un atome d'hydrogéne peut étre considéré comme deux particules chargées ponctuellement - un proton et
un électron avec le potentiel d'interaction de Coulomb entre eux. Ecrivez I'namiltonien pour un tel systéme
et séparez-le en deux parties : I'une decrivant le mouvement du centre de masse et l'autre décrivant le
mouvement relatif du proton et de I'électron.

Solution
I'namiltonien pour le proton et I'électron est:
pe . Pp
H=-—+-"2-4V()
2m,  2m,
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h? h?
H=———RAy+—o—0,) +V
2m, ° + 2m, P V()

h? (0% 0% 02 h? (9% 0% 0?

H=- +—+ — +—+ +V 1
2m, <ax§ dyZ az§> 2m,, <6x§ oyg 625) ™ @

ou m, et m, désignent respectivement la masse du proton et de I'électron. Les indices p et e désignent

respectivement le proton et I'électron. Le potentiel entre les particules est:
2

V() =————
4neo|re - rp|
Définissez les coordonnées relatives :
Fzﬁ—@
Et les coordonnées du centre de masse:
_ My + meTe
rcm -

m,, + m,
Sachant que:
myXx, + MeX,

X =—etx=x,—Xx
cm my, + m, e 7r
Pour les opérateurs différentiels, nous avons:
0 Jd O0x.,, 0 Ox me d d

0x, 0xcm 0x, = 0x0x, my,+me0%x,, 0x
0% m, 0 N 0 m, 0 N 0
0x2  \mp+me0xcy, 0x)\mp+medx,, Ox

02 3 02 N 2m, 02 N 02
x2 my +m,/ 0x%, my+medx.,0dx O0x?

2 2
des relation similaires sont tenues pour les opérateurs ,:—yzet 0z
e e
0> [ m, \* o L 2me 92 +az
ay2 my, +me/ 0y4, mp+ medy,0x Jy?
92 m, \° 82 L 2me 92 . 92
0z2 my, + me/ 0z%, mp+mg0z.,0z 0z2
Pour:
0 0 axcm g ox  my 0 d
x E)xcm (')x (')xp my + Mg X, 0X
0 my, 9] 0
E)xp + me axcm ox mp + me 0xe,  0X
mp 2 92 2m, 92 92
— +
axp ptme/ 0xZ, my+medx,0x Jx?
. . - 62 62
des relation similaires sont tenues pour les opérateurs FEt o
p

92 2 92 2m, 92 92
dy? - m, + me> 0Yén B my, + me 0Y;m 0y + dy?
9° _( m, )2 0° . 0 ¥
0z my, + me/ 0z%, mp+m0z,,0z 0z2

En substituant ces opérateurs dans (1) , on trouve:
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h?2 m, \° 92 2m, 92 92 m, \° 02 2m, 92
H=- + +—+ +
2mg |\mp, + m, /) 0xZ, my+medx.,0x Odx? m, +mg/ 0y4, mp+ medy.,0x

92 m, \> 82 2m, 02 92
+—+ —+ +—
dy m, +me) 0z&4, mp+me0z.,0z 0z
hZ
2m,

m, \* @2 2m, 92 GE m, \° 92
—~ +-—+
my, + me/ 0x%, my+medx.,0dx 0dx? \mp+m.) 0yi,
2m, 92 92 m, \° 92 2m, 92 92
—~ +—+ K +
mp, + me 0y, dy  9y?

0z, h my, + mg 0z, 0z 022
b h? A S VL S (2 WO B Y S S WA
- Z(mp+me) OxZ, 0y%, 0z%,) 2mc\m, m,/\0x%2 0Jdy? 0z2 r

+ V(r)

m,, + m,

h? h?
H = —mAcm - ZA,- + V(T')
ou M = m, + m, est la masse totale et =1 41 estlamasse réduite.
B mp Mg
2
Nous separons la fonction I'hamiltonien H = H,, + H.en deux parties. La premiére partie H.,, = — :—MAcm

2
ne dépend que des coordonnées du centre de masse, tandis que la seconde partie H. = —:—uAr + V(r) ne

dépend que des coordonnées relatives.
Exercice 02 :

1. Trouver la partie radiale d’ondeR,( (), de la fonction d’onde de I’atome d’hydrogéne
2. Calculer la densité probabilité radiale P(r).

3. Déduire les rayons des spheres les plus probables

4. Représenter P(r) graphiguement.

0 2 _T
On donne :fo+ 72 (1 —ZL) e “odr =2a}

QAo

Solution

1. la partie radiale R,y(r), de la fonction d’onde de I’atome d’hydrogéne en utilisant
I'expression (I11.1.37):pourn=2etl=0 = kpep =2—-0—-1=1
_2(k+D/n-2 2(0+0)/2-2 1

= = = [ —
STk D T T T v 10+ ) 0T T2
kmax=1
1 X
U(X) = x!t1 z Ckxk = x(CO + Clx) = x(CO _§C0x> = xc, (1 _E)
k=0

u() = (™™ = u(®) = ¢ (1-5) xe™®

ryr T
x=r/a0eta=1/n=>u(r)=co(1——)—e 249

2ay/ ag
u(r) _Co

r _r
Ryo(r) = — (1 - —> e 2%

a 2a,
La condition de normalisation :
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+oo

W) = f P2 () dr = 1

0

+ 00

C-|2 ro\2 _T 2 1
lozl.frz(l——)e%dr—lzlozl 203 =1>Cy = |—
a o 2a, ag 2a,

1 T r
Ry (r) = (1 - —) e 2%

\/Zag 2a,

2. la densité probabilité radiale P(r) .

1 2 _r
P(r) =r*Yp*(ryY(r) = ——=r? (1 - L) e %

2a; 2a,

3. les rayons des sphéres les plus probables :

dP(r) 1 r\? T r o r? r\2 _T
—0= =l 2r(1-5) ~(1-5) Jem-T(1-2) eTm| =0

dr 2a3 2a, ag 2a, a 2a,

1 T _r T T T T T

_3r(1__)eao (150 ) - Lo L) | 2024 Lm0

2a; 2a, 2a, a, ag 2a, a

1—— ‘aLo i—3—r+2 =0
2a0 2a2  a, B
r=0,r=2a0,r=(3—\/§),r=(3+\/§)

4. Représenter P(r) graphiquement

0,4
0,34

o

(O]

ANl 0,2

x

—

—

g o
0,0 o+
0123456178910

r/a0

Exercice 03 :
Considérons une fonction d'onde pour un atome d’hydrogene :

Y(r,6,p) = W( r )2 e~ T/3%02i05in2(9)

3a,
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(@) Trouvez les valeurs correspondantes des nombres quantiques n,I et m. (b) Construire a partir de
Y(r, 0, p)une autre fonction d'onde avec les mémes valeurs de n et [, mais avec un nombre quantique
magnétique différent, m — 1. (c) Calculer la valeur la plus probable de r pour un électron dans I'état
correspondant a y(r, 8, ).

On donne :

10 S
L= Lm(ﬁ) 26 (Sl © _) sin?(6) a_fpzl

Solution

Le nombre quantique n = 3

L2Y(r,0,9) = 2L+ DY(r, 6, ¢)

| i Lo 0,0) = h21(l 0,
- [sm(@)@@(sm( )_) st(B)agpll/}(r 2 L+ Dy(r,0,9)

1 0. 0 1 02 1 r\: o 22
- [Sm(f))a_(sm(e)%)+sin2(9)a<pzl (18x/E(3a0> e etsin (0)>
1 r \?2 .
=hA(l+ 1) <18\/E (3—%) e"r/3“062“”sm2(9)>
: (L)Z e"/3% l; 0 (sm(ﬁ)—)( Zl‘psinz(e))+ : !

B 187 \3a, sin(0) 06 sin?(0) a_<pz

1 T\ —1/300 p2iQ 7102
0

1 2 _
"B <3Lao) o~T/300 p2i [5111(9) 30 (sin(8))(2sin(8)cos(6)) — 4]

r \?2 _
(—) e~ T/3002i05in2(g)

2

(eZi‘“’sin2 (0))]

1
18+/m \3a,

=l(l+1)<

1 r ? —-r/3aq ,21 2
_18\/E<3_ao) e (p[sm(é?)ae (Zsm(e) COS(G)) 4]

=1(l+1) ( (L)Z e~ T/300 0210 gip?2 (9))

3a,

1
18Vm

1 r \? _r/3aq..2i 1 . , .
—18\/5(3_(10) e~ T/300 (p[sin(ﬁ) (4sin(0)cos(0) —25m(9)3)_4]

1 A% —r/3a0 5210 «jn2
=1+ 1) 18\/5(361) e~7/30002i0 5112 (9)
0
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a 181\/5 (3Lcl())2 e~ 7/3%0219[(4c0s(0)? — 2sin(0)?) — 4]

1 T \2 .
_ o —-1/3a9 p2iQ ¢
=11+ 1) (18\5(3%) e~"/3%¢2 ‘Psm2(9)>
B 181\/_ <3%)2 e /30020 [(4(1 — sin(6)?) — 2sin(6)?) — 4]
T 0

1 % —1/300 5 20Q < jqq2
=Il(l+1) 18\/E(g> e 0e“%sin“(0)
0

- 181\/5 (%)2 e /3000 [—6sin(0)*] = 1L+ 1) (
0

1 % —1/300 5 20Q o §n2
18\5(5) e 0e“¥sin=(0)
0
1 r \? . 1 r \? .
6 _) -1/3a9 ,2iQ i 0 2 =1(l 1 (_) —1/300 p2iQ <71y 2 2
<18\/E<3a0 e e“'?sin(0) a+1 PENACER e e“'?sin“(6)
6=Il1l+1)=>1=2

Lle}(T', 91 (P) = hmlp (T, 0! (P)
h o 0 =h 0
Tﬂlp(r' ) (p) - ml/)(r, ’ (P)

Ei( 1 (L)Ze_r/woezwsin(e)z)=hm< ! (L>Ze_r/3a062i‘”sin(9)2>
i dp \18ym \3a, 18V \3a,

é2i< ! (L>2e‘r/3a082i‘psin(9)2>=hm< ! (L)Ze‘r/3“032i"’sin(9)2>
i \18vm \3a, 18V \3a,

m=2

L—lpn,l,m(rf 0, §0) = h\/l(l +1) —m(m — 1)lpn,l,m 1(r, 0 (P)

L s5,(r,0,0) = hy2(2+1) — 2(2 = Dp324(1, 6, 9)

L—lp3,2,2(r1 9; 90) = 2hlp3,2,1(r; 01 (p)

1
¢321(T9§0)_ L ¢322(7”9(P)

ou:
= he ¥ (i —icot(0) —)
a0 do

Y3,1(1,0,¢0) = —he‘“" (i— icot(0) —) ! ( r )2 e~ T/3% 29 5in(0)?2
321N 2h a0 18V \3a,
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Y321(1,0,9) = L (L)z e T/3%0 =g (i — icot(8) i) (e2#sin(6)?)
S2L T 218vm \3a, a6 ol

VY321(r,0,9) = e T/3%e=0(e21925in(0)cos(0) + 2e% ¢ cot(8)sin(9)?)

218\/—( )

r

V321(1,0,90) = 9\/—( )2 e~ T/3%e95in(0)cos(H)

3a,
la densité de probabilité de trouver I'électron entre r et r + dr estdonc proportionnelle a|R,,;,, |272dr :
= IRnlmIZr2

la valeur la plus probable de r pour un électron dans I'état correspondant a ¥ (r, 8, @). :

2 2 2 2
ﬁ: :i (L) e_r/3a0 — 0 — Z(L) e_r/3a0 i(L)e_r/3a0 _L<L> e_r/3a0
dr dr [\3a, 3a, 3ay \3a, 3a, \3a,
=0
2 1 ( r ) 0 6
_ = el =
3a, 3ap\3ag r %o
Exercice 4:
V() = A B
= r2 r

Avec A, B > 0. On cherche a déterminer les niveaux d’énergie d’une particule de masse u dans ce potentiel.
1- Ecrire 1’équation radiale.

2- Ramenez cette équation a un probléme formellement identique a celui de I’atome d’hydrogéne. Vérifiez
qu’on peut résoudre cette équation en appliquant les mémes arguments que pour 1’atome d’hydrogéne.

3- Donner les valeurs explicites des niveaux d’énergie en fonction de A et B.

Solution

1-1’équation radiale
h21 02 h21(l
____( R(M) + <$ V(r))R(r) = ER(r)

Z,ur(') 2
h%1 n?l(l+1) A B
_Z;ﬁ(r (r )) <W+r—2—?>R(r)=ER(r)

2- rendre cette équation a un probleme formellement identique a celui de I’atome d’hydrogene:

h%1 h2l(l+1)+2uA B
gy 3y (R0 + (g )y = )
h21 02 A2+ 1) +24u/h?) B

on pose:
2

B = tI(I+1)=1(L+1)+24u/h?
yr— (I+1)=10+1)+24u/

[(I+1)=10+1) +24u/h?
ol [ est trouvé en résolvant I'équation de second degré:
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2Au

=141 1+4[1(l+1)+2’4“]— Ly 1+[1(z+1)+
o272 2l 27 |4 h?

= 1+ (l+1)2+2A” [>0
2 2 h2’

h?1 02 RA(I+1)  e?

——— (7R - R(r) = ER

2ur ar? (r (r)) * < 2ur? 47reor> ) )
cette équation a un probléme formellement identique a celui de I’atome d’hydrogeéne
3- les valeurs explicites des niveaux d’énergie en fonction de A et B.
pour I'atome d'hydrogéne I'énergie est donnée par:

hZ
E=- —
2pa2(kmax + 1+ 1)
ou on pose:
hZ
aO = 'L[_B
en substituant A et B par leurs expressions:
hz
En,l = - 5 > 2
A2 1 \/ 1\%  24u
Z‘Ll(lﬁ) <n— (l+7) + (l+§) +?>
uB?
En,l = -

2
2h2<n—(l+%)+\/(l+%)2+%>

pour A = 0, on obtient une énergie dépend de n et dégénérée 21 + 1 fois. l'application du potentiel iz est
r

considéré comme perturbation, il conduit une énergie qui dépend de n et [, et par conséquent la
dégeénérescence de niveau n est levée.
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[11.2.  La méthode des variations
11.2.1. Principe de la méthode

111.2.2. Propriété du niveau fondamental d'un systéme.
Soit un systeme physique S dont I'hamiltonien H est indépendant du temps. On suppose, pour simplifier,
que le spectre de H est entierement discret et non dégénéré:
Hlp,) = E,|l@,), n€N (111.2.1)
Théoreme:
Soit |y) un ket quelconque de I'espace des états. La valeur moyenne de I'hamiltonien H dans I'état |y) est
supérieur ou égale a I'énergie E, du niveau fondamental:

(H) = WIH ) > E, (I111.2.2) (4

Wlp)
Remarque:
Si |y) un ket propre de H avec la valeur propre E,, alors I’inégalité (4) devient une égalité (H) = E,
EN effet:
Le ket |y) s'exprime dans la base des états propres de H comme suit:

) = an)«onm me 0l Co = (galt)

Le carré de la norme |y) est alors

Wlp) = (Z c:;«m) (Z cn|<on>> = 1Cul?

La valeur moyenne de Hestdonnée par

WIH ) = (Z c;;l<<pm|> (Z c |<on>) = Z CaCin{omlH02)
ZE c c,;<cpm|<pn>—ZE CaCinbm ZE 1Cal?

Puisque E,est I'énergie du nlveau fondamental (I' energle la plus basse du spectre de H), alors:
vn,E, = E, (111.2.3)
Donc:

WIH) = ) EalCal? = By ) ICal? = (hIHIY) = Eo(plp)

D'ou I'inégalité:

WIH)
Wly)
Cette propriété sert de base a une méthode de détermination approchée de E,. On choisit de fagon arbitraire,
une famille de kets | (a)) dépendant d’un paramétre a ; on calcule la valeur moyenne (H)(a) de
I’hamiltonien H dans ces états, et on minimise (H)(a) par rapport aux paramétres « ; la valeur minimale
ainsi obtenue constitue une approximation du niveau fondamental E, du systeme. Les kets |[y(a)) sont

appelés kets d’essai, et la méthode elle-méme méthode des variations.

(H) = > E,

111.2.3. Généralisation : théoreme de Ritz
Nous allons montrer que, de fagon plus genérale, la valeur moyenne de [’hamiltonien H est stationnaire au
voisinage de ses valeurs propres discrétes.
Considérons, en effet, la valeur moyenne de H dans I'état [) :
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Démonstration
a partir de I'équation (I11.2.2), on peut écrire:
(WIYXH) = |H|p) (111.2.4)
et de différentier les deux membres de cette derniere égalité :
WP)s(H) + (H)5Y 1Y) + (Pl6y)] = (SYIH[Y) + (P|H|5Y)

soit, puisque (H) est un nombre :

(WIY)s(H) = (5Y|H — (H)|Y) + (Y|H — (H)|5) (111.2.5)
La valeur moyenne (H) n'est stationnaire que si :
S(HY=0 (111.2.6)
Ce qui signifie d'apres (111.2.5) :
(SY|H — (H)Y) + (Y|H — (H)|6¢) = 0 (111.2.7)
Posons :
lp) = [H — (H)]|) (111.2.8)

L'égalité (111.2.7) s'écrit alors simplement :

(6Ylo) +{@léy) =0 (111.2.9)

Cette derniére relation doit étre vérifiée pour tout ket infinitésimal |5); en particulier,
si I'on choisit :

|5Y) = 6| p) (111.2.10)
(ou 84 est un infiniment petit réel), (I11.2.9) devient :
2{p|p)6A =0 (I11.2.11)

Le ket |¢) est donc de norme nulle et par la suite nécessairement nul ; ceci entraine, compte tenu de la
définition ((I11.2.8) :

Hly) = (H)|Y) (111.2.12)
Par conséquent, la valeur moyenne (H) est stationnaire si et seulement si le vecteur d'état i) auquel elle
correspond est vecteur propre de H, et les valeurs stationnaires de (H) sont les valeurs propres de
I'namiltonien.
On peut donc généraliser la méthode des variations, et ’appliquer a la détermination approchée des valeurs
propres de I'hamiltonien H : si la fonction (H)(a) obtenue a partir des kets d'essai |y (a)) présente plusieurs
extremums, ceux-ci fournissent des valeurs approchées de certaines des énergies E,,.

111.2.4. Exercices:

Exercice 1:
on considére un oscillateur harmonique & une dimension, dont I-hamiltonien s'écrit dans la représentation
{|x)} sous la forme:

Estimer son énergie fondamentale par la méthode de variations, en utilisant la fonction d'essai suivante:
Y (x) = e a >0

Solution
La valeur moyenne de H dans I'état |, ) est:
(YalHYg)
H) (@) = —————
@) = = aTie)
+00
T
e I
+00 -
(Yo lHlpg) = f e~ X’ _—th—z-I—lma)zx2 e~ dx
a @ 2m dx?2 2

— 00
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+ oo +co

—2ah? 1
(lpalHllpa) = f xZe—Zaxzdx + Emwz f xZe—Zaxzdx
hz + 00 - 1 2 hz—oo oo
@ a
<lpa|H|¢a) = 7 f e_zaxzdx + <§mw2 — - ) f xze_zaxzdx

W H] )_ahz n+ 1 5 2ah%\ 1 [T
Ya l/)“_m 2q T \2™M¢ m | 4aN2a

Donc:
ha mw?\ [@
(Yo lH|Yg) = (ﬁ‘f‘ 8a > /5
(o mo [
(HY(@) = (Yo |H|g) _ 2m ' 8a ) 2a _ hla N mw?
<l/)a|l/)a> l 2m 8a
\/Za
Donc:
d(H)(@) h* maw® 0= g = mw
dae  2m 8a? ao_Zh
Ainsi:
hz (@) 2 1
B R mw® 1 _
(H)(ay) = o + 8(@) = Zhw E,
2h

Le minimum de (H)(«) correspond a I'énergie du niveau fondamental E, = %hw

Exercice 2:
On se propose d’appliquer la méthode des variations pour déterminer les énergies d une particule de masse
m dans un puits de potentiel infini :
V(x) =0 pour—a<x<a
{V(x) = oo partout ailleurs
On commence par approximer, dans I’intervalle [—a, +a], la fonction d'onde de I'état fondamental par le
polynéme pair le plus simple qui s'annule en x = +a:
{l[)(x) =a’?—-x?> pour—a<x<a
Y(x) =0 partout ailleurs
(Famille variationnelle réduite a une seule fonction d’essai).
1- Calculer la valeur moyenne de 1’hamiltonien H dans cet état ; en comparant le résultat obtenu avec la
vraie valeur, évaluer I'erreur commise.
On élargit la famille des fonctions d’essai en prenant un polynéme pair du quatriéme degré qui s'annule en
x = *a:
{lpa(x) =(@®*—x¥)(@*—ax?) pour—a<x<a
Y (x)=0 partout ailleurs
(Famille variationnelle dépendant du parametre réel ).
2- Montrer que la valeur moyenne de H dans I'état v, (x) vaut :

K2 (33a? — 42a + 105)
(H)(a) = > >
2ma? (Qa? —12a + 42)
3- En déduire que les valeurs de a qui rendent (H)(a) extrémale sont données par les racines de 1’équation

132 —98a +21=0
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4- Montrer que 1’une des racines de cette équation fournit, lorsqu’on la reporte dans (H)(a), une valeur de
I’énergie de I’état fondamental beaucoup plus précise que celle obtenue en 1.

5- Quelle autre valeur propre approxime-t-on lorsqu’on utilise la deuxiéme racine de 1’équation obtenue en
3 ? Evaluer la précision de cette détermination.

6-Expliquer pourquoi le polynome le plus simple permettant d’approximer la fonction d’onde du premier
niveau excité est x(a? — x2). Quelle valeur approchée obtient-on ainsi pour 1’énergie de ce niveau ?

Solution
Calculer la valeur moyenne de 1’hamiltonien H

hZ hZ 62
H=-o08= 2max
16
Wl = f P P dx = f (a® - x¥)dx = 72

i) = (] (- 7) [¥) = f ¢<x)<—h—A>¢<x)dx
(L= [ -

VYt = Vi = —2x8,

4h%q3
3m

hz +a th +a
- —2%8.) - (—2x8 T 27, —
IHIP) = 5 j (~2x8,) - (~2x6,)dx =~ j x2dx
Za -a

2a3

WIHIY)  ~3m—  5h?

E, = = =
Po@lyy 16 5 4ma?
15
Comparaison avec le résultat exact:
2h2n2 232
N = P = <E
8ma? a?
L’erreur commise
AE |E—E} Sh_mh 10
— £ 4ma?  8ma? |
— = = =|—=—-—1]=0.013 = 1.39
E ‘ E? m2h? w2 0.013 3%
8ma?

2- Calculer la valeur moyenne de I’hamiltonien (H)(a) dans cet état:
h? h? 92
2m a = 2mox?

W) = j P OYE)dx = j [(a? — x?)(a? — ax?)]2dx

—-a

H=—
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(Wly) = f [(a* = (@ + Da?x? + ax*)(a* — (a + Da®x? + ax*)]dx

—-a
+a

W) = J. [a?x® — 2(a + Daa?x® + Qa + (a + 1)?)a*x* — 2(a + 1)a’x? + a®ldx

—-a

Wly) = [ a’x® —z(a + Daa’x +1(2a + (a + 1)?)a*x® —%(0{ + 1Da®x3 + %agx]

a
—-a

Wly) = E(Za —12a + 42)a’

i) = (] (- 70) [¥) = f ¢<x)<—h—A>¢<x)dx

(£ -2 -
VYt =V = (=2(a + Da’x + 4ax?)é,

2
(W|H|yp) = ;l—m f ((=2(a + Da*x + 4ax®)é,) - ((—2(a + Da’x + 4ax>)é,)dx

2
(Y|H|Y) = h— f (16a?x® —16(a + Daa’x* + 4(a + 1)?a*x?)dx

(WIHY) =

16 16 “
Z —a’x ——(a+1)aa2x5+ (a+1)2 ]
—-a

2

h 8
(YIH|yp) = z—ﬁ(llza — 14a + 35)a’

h
H I3 (11a? - 14a + 35)d”
E(a) = (H)(a) = WIHIY) _ 2m 105

W) 5242 — 124 + 42)a°
W33 -Rat105)
2ma? (Qa? —12a + 42)

= (H)(a) =

d(H)(@)  h* (66a—42)(2a® —12a +42) — (4a — 12)(33a* — 42a + 105)
da  2ma? (2a? — 12a + 42)2
d(H)(@)  h* —13a®+98a—21
da  2ma? (2a? — 12a + 42)2
d(H)(a) 5
=0=13a?>-98a+21 =0

da
Cette equation admet deux racines:

a; = 022eta, =7.32
4- on substituant la valeur de a; dans I'équation (1) on obtient:
E. = (H)(a) = h? (33(0.22)% —42(0.22) + 105) h? 97. 3572 2.46h?
a = M) = 2 T (2(0.22)2 — 12(0.22) + 42)  2ma?39,4568  2ma?
Cette energie est plus proche de I'état fondamental:
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mh?
EY =
_ 8ma?
L’erreur commise dans ce cas est:
AE  |E,, —E 2a6h’ _ Tl 9.84
AL B, — E1) | 2ma? 8ma2_" _‘_ — .39
E- | B ‘_ —772 =72 1| = 0.003 = 0.3%
8ma?

L’énergie trouvée est plus précise que celle trouve en 1.
5- on substituant la valeur de a, dans I'équation (1) on obtient:
B = (H)(a,) = h? 33(7.32)%—42(7.32) +105  h? 15657792 25.53h?
®2 %) = ma? 2(732)2 —12(7.32) + 42 2ma® 61,3248  2ma?
Cette énergie est plus proche de:

92 h?

E3 =
3" 8ma?

La précision de cette détermination
25.53h% 9m?h?

AE  |E,, —E3 maZ 8ma2 102.13

—_— = = = —_ = — 0,

E E? 9m2h? 92 1‘ 015 = 15%
8ma?

6-la solution exacte est:

Yo (x) = \ﬁsm (nzr;x)

Le développement limite de cette fonction en série de puissance est:

0= fon ) -2 - @ o= @) ) e

la fonction d'essai choisi x(a? — x?), est plus proche de la solution exacte, on prévoit une énergie plus
exacte:
Valeur approchée de 1’énergie de ce niveau

+00

Wiy = [ 9 ew@dr = [ (x@ -x))ax

WYly) = j Y* ()Y (x)dx = f (a*x? — 2a®x* + x®)dx

2 1 1" 8
— Z 245 —— 7
Wiy = [3 x* -zl +7 . 105%

(o] (- 2a) [w) = 5 f (Fy) - (F)ax
Vy* = Vi = (a? — 3x2)8,

n2 +a
WIHI) = 5 [ (@ = 3)8) - (@ = 33)é,)d
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(1/J|H|z/))=— f (a* — 6a?x? + 9x*)dx

I = 2 fatx — 202 + 225 =2 g
YlH[Y o a*x a? . 10ma
4h% o 5
. WIHlY) _Tom® _ 217
Wly) 8 .5 4ma?
105
Cette énergie est plus proche de:
o 4m*h?  m?h?
_ 2" 8ma? 2ma?
L’erreur commise
AE |E-E? 210 mh 21
AL |E = B3| |4ma?  2mad?| _ _ |_ — 20
E_’ |- —rp = |5z — 1| =006 = 6%
2ma?
Exercice 3:
Utilisez la méthode variationnelle pour estimer I'énergie de I'état fondamental de I'atome d'hydrogéne.
La solution
La fonction d'onde de I'état fondamental n'a pas de nceuds et s'annule a l'infini. Laisse-nous essayer:

¥(r,0,0) =e7"/%, (1)

ou a est un parametre d'échelle ; il n'y a pas de dépendance angulaire de ¥ (r) puisque la fonction de I'état
fondamental est a symétrie sphérique. L'énergie est donnée par:

T
Ou:
w2 T o
_ —2r/a,.2 oi _ —~21/Q02 g0 — 3
(Wly) bfbf !e r<sin(0)dfdedr 47t0fe redr = na (3)
= a2 =~ o) bl
= jojnf<e7> —2r/ay25in(0)d0dedr = 4K e? Joo —2r/yrdy = Ke?ma? (4)
00 0 0
o 2T T
< | A|1/) —Zh—zjj J(Vd)*)-(Vz/))rzsin(é?)dé?d(pdr
00 0
ou
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R\ Amht [ o R
<l/)|mA|l/)>—— f e r aT' dr——ﬁa (5)
En insérant (3), (4) et (5) dans (2), on obtient:

h?

—a — e?na’ 2 2
S &~ e Ta h Ke
E(a) = = - 6
(@) mad 2ma? o« (6)
En minimisant cette relation par rapport a « ,
dE (a) 0 h?  Ke? 0 h?
da ma3  a? * T nKe?
Qui, inséré dans (6), conduit a I'énergie de I'état fondamental
Eay) = mKe* me* 1R
)T T T T T he(aney) Y

C'est I'énergie de I'état fondamental correcte pour I'atome d'hydrogene. La méthode variationnelle a restitué
I'énergie correcte car la fonction d'essai (1) est presque identique a la fonction d'onde exacte de I'état
fondamental.
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V. Chapitre IV Théorie des perturbations stationnaires

IV.1. Théorie des perturbations stationnaires

IV.1.1. Perturbations indépendantes du temps
Soit un systeme physique S décrit par I'hamiltonien:
H=Hy+W (v.1)

L'opérateur H,, indépendant du temps, est appelé hamiltonien non perturbé, et I'opérateur W, indépendant
du temps, est supposé tres petit devant H,,. L'opérateur W est appelé terme de perturbation.
On suppose que les états propres et les énergies propres de H, sont connus:

HoloR) = EQ|@R) (Iv.2)
les énergies E2 sont les énergies non perturbées, que I'on suppose formant un spectre discret, et |p2) sont
les états non perturbés associés a ces énergies.

(@208 = Sum, Y oY =1 (av.3)
n
Notre but est de calculer, de fagon approchée, les états propres et les énergies propres de I'hnamiltonien H:
Hlyn) = (Ho + W)ln) = Enltpn) (1v.4)
On pose:
W=A1/, 1K1 A€R (1v.5)

La théorie des perturbation stationnaire permet de calculer les modifications (ou corrections) apportées aux
niveaux d'énergies E2 et aux vecteurs d'états |2) sous I'effet de la perturbation indépendante du temps W.

7

IV.1.2. Perturbation d'un niveau non dégénéré.
on suppose que le niveau d'énergie E2 est non dégénéré.

IvV.1.2.1. Equations de perturbations
Développons les énergies propres et les états propres de H sous la forme:

E, =EJ + AEL + A2E2 + -+ ME] + --- (IV.6)
[¥n) = l@R) + o) + 22|@7) + -+ 29|y + -+ uv.7)
Afin de simplifier les notations, posons pour n donné:
lor) = [k) (1v.8)
Alors:
[Wn) = [0) + A1) + A2|2) + --- + A9|q) + -+ (Iv.9)

Portons ces développements dans I'équation aux valeurs propres (IV.4):
(Ho + A)[|0) + A|1) + A2|2) + ---] = [EQ + AE}: + A2EZ + - ][|0) + A|1) + A%|2) + -]
Regroupons les termes selon les puissances croissantes de A:
Hy|0) + A[Ho|1) + V]0)] + A%[Ho|2) + V[1)] + -+
= Ep|0) + A[ER|1) + E3|0)] + A%[ER|2) + Ez|1) + EZ|0)]

I'égalité en terme de puissance de A des deux membres, conduit a:

H,|0) = E2|0) (1v.10)

Hy|1) + V|0) = E2|1) + E|0) (1v.11)

Hol2) + V|1) = EQ|2) + E}|1) + E2|0) (IV.12)

-Le terme correctif d'ordre 0 en A est donné par I'équation (IV.10) :

Hol0) = E2|0) = Hylp2) = E|p?) (Iv.13)
ce qui correspond a I'équation aux valeurs propres (IV.2).
Par conséquent:
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Lorsque A — 0, la valeur de H tend vers E2, et on retrouve I'état non perturbée |@Q).

IV.1.2.2. Correction au premier ordre de I'énergie: E}
- On peut montrer que:
(0[1) =(1]0) =0
En effet le développement du ket a I'ordre 1:
[¥n) = 10) + 2]1) + 0(2%)
le carré de la norme de |y,,) s"écrit:
(Ynlpn) = 1 =[(0] + A(1L{][|0) + A|1)] + O(2*)

= (0]0) + A[{1]0) +(0|1)] + 0(2?)
Or (0]0) = 1, alors le terme en A est nul: (1|0) + (0]|1) = 0.
Puisque A est un paramétre reel, le produit scalaire (1|0) est réel.
Donc: (1|0) = (0]1) et par conséquent:

(1]0) =(0|1) =0 (1v.14)
Le terme correctif de I'ordre 1 en A est donné par I'équation(1V.11) :

Ho|1) + V|0) = Ep|1) + E5]0)
Projetons cette équation sur le ket |0)
(0[Ho|1) +(0[V|0) = ER(0|1) + Ez(0]0) = E; = (0|V|0)
Car:
Hol0) = E|0) = (0|Ho|1) = Ep(0]1) = 0

D'ou la correction E. au premier ordre a I'énergie est:

= (0[V]0) = (pn|VIpp) (Iv.15)
Ainsi, au premier ordre de perturbation, I'énergie de H est:
En = Ep + AE; = Eq + (on|Wlep) (Iv.16)

Au premier ordre, la correction a I'énergie (non perturbée) est égale a la valeur moyenne de la perturbation
W dans I'état non perturbé |p2)

IV.1.2.3. Correction au premier ordre au vecteur d'état: |1)
le ket |1) peut se dévellopper sur la base des vecteurs propres de Hy:

1= Celod) o 6 = (gfI) (av.17)
k
Le terme correctif d'ordre 1 en A donné par I'équation (IV.11) est:

[Ho — ER1I1) + [V — Ez]10) = 0
Prejetons cette équation sur le ket |cp2) pour k # n:

(‘P12|[H0 - E3]|1) + (<P2|V|(P2> Er11<§0k|§0 )=0= [Ek - EO](‘PkH) _<¢2|V|¢2)

(@i |V |Pn)
= (ppll) = —E’;| |EQ = Cy (IV.18)
n~ Hg
D'ou, la correction au premier ordre du vecteur d'état:
V 0
o . k+n
Ainsi, au premier ordre de la perturbatlon Ie vecteur d'état est donné par:
(p <p°)
) ~ 10+ 211) = [92) + > =0 toklWlon) ' | (1v.20)
k+n
Si le niveau d'énergie E; est dégénéré avec un degré de degenerescence Jx, alors:
Ik 0 0
{or:Wlep)
d ~ 10+ 211y = gy + 3 S RO (v.21)
k#n i=1 n Pk




Chapitre lll Théorie des perturbations stationnaires indépendantes du temps

La correction au premier ordre du vecteur d'état est une superposition linéaire de tous les états non perturbés
autre que |@2): on dit que la perturbation entraine une contamination de I'état |@2) par les autres états
propres de H,

IV.1.2.4. Correction au deuxiéme ordre de I'énergie: E2
Le terme correctif d'ordre 2 en A donné par I'équation (IV.12) est:
Ho|2) + V|1) = EQ|2) + Ez|1) + EZ|0)
la projection de cette équation sur le ket |0) donne:
(0]Hol2) + (0|V]1) = ER(0I2) + Ex(0I1) + EZ(0]0) = E7 = (0|V]1)

Du moment:
Hol0) = Eg|0) = (0|Ho|2) = Ep(0]2) = 0 (1v.22)
D'ou la correction EZ au deuxieme ordre de I'énergie est:
= (0|VI1) = (pr|VI1) (1V.23)

Avec, le ket | 1) donné par I'équation (IV.19), alors:

(0R|V]oX0R|V |02
2 =(pd|V|1) = Z ‘Pk| t;pgl_q;kol |<Pn
n — L

k+n

par la suit la correction E2 au deuxieme ordre a I'énergie est:

Bi= (@i = ) DL W"l |(””>l (1v.24)
- - - kin - -
ainsi, au deuxiéme ordre de perturbation, la valeur propre de I'hamiltonien H est:
114 0
E, = E} + AEL + A2EZ = EQ + (@Q|W|g2) + z —l«p"l |Z”>| (IV.25)
n k

k#n
En résume, pour un niveau d'énergie non dégenéré, la perturbation a pour effet de déplacer ce niveau d'une

quantité qui dépend de I'ordre de correction.

IV.1.3. Perturbation d'un niveau dégénéré.
Supposons maintenant que le niveau d'énergie EQ est g,, fois dégénéré:
Holon:) = Exlopi)i = 12.,gn (V. 26)

soit E = {|@31), |@02), -+, |04, )} e sous-espace propre de H, correspondant a cette valeur propre.
Pour calculer les valeurs et vecteurs propres de I'hamiltonien H, on se limitera au premier ordre de la
perturbation pour les énergies, et a I'ordre zéro pour les vecteurs propres.

Soit le ket [2) = |0) qui s'écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs |@3 ;) = |0;):

|1/Jn)—zC0|(pm = |0) = Zc°|o>=>(c°|0) (Iv.27)

[1p2) est un vecteur propre de H, puisque les kets|(pn l) le sont aussi.

V.14, Equation séculaire:
La correction au premier ordre a I'énergie est donné par I'équation (IV.11):
Ho|1) + V|0) = ER|1) + E5]0)
la projection de cette équation sur le ket |@5 ;) = |0;) donne:
(0;|Hol1) + (0:]V|0) = ER(0;|1) + En(0;|0)
Or:
Ho|0;) = ER|0;) = (0;|Ho|1) = ER(0;|1) = 0
Par conséquent:
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In
(0:IV10) = EX0;10) = (04](V = EDI0) = 0= (0] (V — E}) ) €2 100)
k=1
In
= > (0V10,) = EX(0:10,))C¢ = 0
k=1
In
= > (V100 - EAsy)ce =0 (v.28)
k=1

la multiplication de tous les termes de I'équation (IV.28) par A et posons (0;|W|0,) = W, on obtient le
systeme suivant:

In
Z(Wik — AEL5;,)CR =0 (IV.29)
k=1

Ce systéme de g,, équation dont les inconnus sont les coefficients C?, posséde des solutions non nulles si
le déterminant est non nul:

|Wie — AELS;,| = 0 (IV.30)
L'équation (1V.30) est appelée équation séculaire.

IV.1.5. Correction au premier ordre de 1'énergie:
Les racines de I'équation séculaire donnent les valeurs propres de la matrice de perturbation dans le sous-
espace EJ . Ces valeurs propres représentent les corrections de premier ordre a I'énergie. 1l en résulte une
levée totalement ou partiellement de la dégénérescence du niveau E;

IV.1.6. Correction d'ordre zéro au vecteur propre:
Les vecteurs propres associés a chaque valeurs propre de la matrice de perturbation déterminés, et en
calculant les coefficients C? a partie du systéme (IV.29),représentent les corrections a l'ordre zéro du
vecteur propre du niveau E.

IV.1.7. Conclusion
La méthode de calcul des perturbations d'un niveau dégénére consiste alors a suivre les étapes suivantes:

- écrire la matrice W™ de la perturbation W & l'intérieur du sous-espace ES = {|@5 1), |¢n2). =, |ong.)}:
représentée par ses éléments de matrice Wy, = (@5 |W |02, ).
- diagonaliser la matrice W™ a l'intérieur de sous-espace ES. Soient &, (j = 1,2, -+, f;,) les diverses valeurs

propres de W™et |<p,]l> les vecteurs propres associés. Comme W est hermétique, ces valeurs propres sont
toutes réelles, et la somme de leurs degrés de dégénérescence est égale g, (ona f,, < gn)-

- chaque valeur propre ;. introduit une correction différente a I'énergie. Donc, sous I'effet de la perturbation,
le niveau dégénéré se scinde, au premier ordre, en f,, sous-niveaux distincts, dont les énergies sont:

En,j = E‘Pl + g-;.ll, _] = 1:21 “.:fn S gn (IV' 31) (16)

IV.2. Exercices

Exercice 1
I-Considérons maintenant un probléme tridimensionnel. Dans une base orthonormée donnée, I'namiltonien

est représente par la matrice
1 0 O 0 ¢ 0
H = <O 3 0 ) + <C 0 O)
0 0 -2 0 0 C

Ici H= H, + W et C est une constante, C < 1
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(a) Trouvez les valeurs propres exactes de H.
(b) Utilisez la perturbation du second ordre pour déterminer les valeurs propres,
(c) Comparez les résultats des parties (a ) et B).

I1- refaire I'exercice pour:
1 0 0 0 C O
H = (0 3 0) + (C 0 0>
0 0 3 0 0 C
Solution:

(a) les valeurs propres exactes de H.
1 C 0
= (C 3 0 )
0 0 —-2+C

Les valeurs propres de H sont les racines de I'équation det[H — AI] = 0,

1-1 ¢ 0
c 3-1 0 |=o=sc2+c-n|t7t JC |=0
0 0 -—2+C-2

(=24+C—-DA%?-41+3+C?H=0
Donc:

A=2+4+41+C?

A=2—41+C?
. A=C—-2
(b) les valeurs propres en utilisant la perturbation du second ordre,
La correction de second ordre de I'énergie peut s'écrire

(2w |e2)|”

E,=E)+El+E2= E°+(<pn|W|<p)+Z =0

k+n
oU les vecteurs |¢Q) sont les vecteurs propres de H, qui sont:

() (1) =)

correspondant aux valeurs propres de Hy EY = 1, E? = —3 et EY = —2 respectivement.
La correction de premier ordre

0 ¢ 0\/1
El =(pIWlpd)=(1 0 0)(6 0 0><0>=0

0O 0 C/\0
De méme méthode, on trouve:

E} = (p3IW|p3) =0, E} =(p3IW|p3)=C
La correction de deuxiéme ordre
|(<pk|W|<p‘f>| _ K@SIW e (@3 IW )2
E1 - EO _ EO + EO _ EO
k=1 1 2 1 3

0 C 0\/1
(PIW]edy=(0 1 0)( 0 o><o>=c
0 ¢/ \o

0 0\ /1
(P3W]p)=(0 1 0)( o><o>=o
0 ¢/ \o

. c? N o C?
171-3"1-(-2) 2

o O WO

c? Cc?
— 0 1 2 _ —
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. [(op|W |09) | _ Ko IWleDI? | Ke3IWlp)|?
EZ - EO EO - EO EO + EO _ EO
) 2 k 2 2 3
(‘P1|W|(Pg)
<‘P3|W|(P )= 0
g2 = C? 4 0 _ C?
273-1 3-(-2) 2
C? C?
_ 0 1 2 _ _
Z |(<pk|WI<p8)| _ Ke?Wle3 )IZ+ (3 IW 3|2
£ E0 EO Eg —Eg

<<pi’IWI<p‘z’> =0
(p3IWp3) = 0
=2+
3T —2-1 -2-3
Es=E}+E}+E?=-24+C+0=C-2
(c) Comparaison entre les résultats des parties (a ) et B).

Le valeurs exactes Le valeurs approchées
E,=A=2-y1+C? c*
== 2 C?
E,=1=2+4++1+C By~ 3+
E3=A=C—2 E3zC—2

Nous développons 2 + V1 + C? dans une série binomiale :
2

C
2+ 1+CZ=2i<1+7+---> C*«1

Cela donne le méme résultat aux corrections du second ordre E; = 1 — — et E, =3+ C—Z
-
1 0 O 0 ¢ 0
H=(0 3 O>+<C 0 0>
0 0 3 0 0 C
1 C 0
H = <C 3 0 )
0 0 3+C
Les valeurs propres de H sont les racines de I'équation det[H — AI] = 0,
1-2 ¢ 0 -1 ¢
¢ 3-2 0 [=0=2@+c-n| " [ |=0
0 0 3+C—-1

(=2+C—-DA%?-41+3+CH =0
Donc:
A=2—+1+C?

A=24+41+C?
A=C+3
ou les vecteurs |¢2) sont les vecteurs propres de H, qui sont:

lp9) = (;) |92.1) = (2) |09,) = <§>
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correspondant aux valeurs propres de Hy E{ = 1, E2 =3 dégénérée deux fois respectivement
- écrivons la matrice W™ de la perturbation W & l'intérieur du sous-espaceES = {|¢3 ), |¢2,)} & deux
dimension

<‘P(2),1|W|(P(2),1> =0
<‘P(2),1|W|(P(2)2> =0
<(P8,2|W|(Pg,1> =0
(‘P%le"Pg,z) =c
w# = (0 C)

- diagonalisons la matrice W2 a l'intérieur de sous-espace EJ.
Les valeurs propres de W?2 sont les racines de I'équation det[W? — AI] = 0,
_0’1 CEA| = AC-AN)=0E=1=00uE2=1=C
le niveau E? = —3 dégénéré de fois, se scinde, au premier ordre, en 2 sous-niveaux distincts, dont les
énergies sont:

E2,1 =ES+E21 = 3

E;y =E3+E;=3+C
(c) Comparaison entre les résultats des parties (a ) et B).

Le valeurs exactes Le valeurs approchées
E,=1=2—-41+C? E~1_C_2
LR
2
Ey=A=2+1+C(? E,~3
E;s=1=C+3 E;s~C+3
L’effet de W est de lever la dégénérescence.
Exercice 2

Considérons un atome d'’hydrogéne placé dans un champ électrique statique uniforme ? qui pointe le long
de la direction z. Le terme qui correspond a cette interaction dans I'namiltonien est
W =eEz

Notons que pour les champs électriques typiquement produits en laboratoire, la condition W <« H est
satisfaite. L'apparition de la perturbation levée la dégénérescence de certains des états d'hydrogene. Ce
phénomene s'appelle I'effet Stark. Calculez I'effet Stark pour n = 2 dans un atome d'hydrogéne.
remarque: notons que la perturbation n'a d'éléments de matrice non nuls qu'entre des états de parité
opposée ; (n,I',m'|W|n,,m) #0sim' =metl # I’
Solution
Nous allons négliger le spin puisque ce degré de liberté n’aura pas d’incidence sur la discussion qui sulit.
Notons aussi que le champ électrique appliqué peut toujours, en pratique, étre considéré comme une
perturbation, car il est tres faible en comparaison du champ interne a 1’atome.
Niveau n=2

13.6

Le niveau n = 2 d'énergie E3 = — =~ = —3.4 eVest dégénéré 4 fois, il comporte 4 états |n, [, m), lp2,) =

|21010> = lpZOO(Tf 9! ‘P): |q)g,2) = |2’1’1) = llel(T, 9' (P)’ |(p(2),3> = |2’1’0> = l[)210(7", 9) (P): |(p2,4—) =
12,1, =1) = ¥p14(1, 0, 9)
- écrivons la matrice W™ de la perturbation
{12,0,0),12,1,1),12,1,0), |2,1, —1)} a quatre dimension
Avant de calculer explicitement les éléments de matrice de la perturbation, notons que la perturbation n‘a
d'éléments de matrice non nuls qu'entre des états de parité opposée;

(n, ', m'Win, L m)#0sim' =metl =1

W a [lintérieur du sous-espace E9 =

Par conséquent,
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Tous les éléments de la matrice sont nuls sauf:
(2,0,0|[W12,1,0) # 0 et (2,1,0|W|2,0,0) # 0

12,0,0) = P,00(1, 0, 9) = ;<2 - L) e~ 1/(2a0)
4\/2ma} ag
1
|2r1r0) = lp (rr 9; (P) = —rCOS(H)e_r/(ZaO)
0 4ag/2ma}
(2,0,0|W|2,1,0) = (2,0,0|eEz|2,1,0) = eE(2,0,0|rcos(0)]|2,1,0)
0o 2T T

_ eEf f fll)éoo(r, 0, 9)(rcos(0))210(r, 6, p)rsin(6)dodpdr

1

2meE - r
4f r2e~T/aoy2 2 ——) dr fd(cos(H)) cos?(6)do
32na0 Qo

0

eEa r
= 0] x*e™(2 — x)dx = —3eEa,
0
Donc:
(2,0,0|W12,1,0) = —3eEa,

De méme méthode, on trouve:
(2,1,0|W2,0,0) = —3eEa,

0 —3eEa, 0 O
—3eEa 0 0 0
wW? = 0
0 0 0 0
0 0 0 0

- diagonalisons la matrice W2 a l'intérieur de sous-espace [EJ.
Les valeurs propres de W?2 sont les racines de I'équation det[W? — AI] = 0,
-1 —3eEay| . _ .
_3¢Ea, 1 |= A* — (3eEay)® = 0,4 = 3eEay ou E; = —3eEaq,
Les valeurs propres avec ses vecteurs propres:

1
(Bl = 3¢Ea, — |o} >_ﬁ(|200>+|210>)

{ EZ = —3eEay - |@3) = TUZ 0,0y —12,1,0)
E}=0 - lp3)=1211)
\E$ =0 - lp3) =12,1,-1)

Apreés la correction au premier ordre, on trouve:
1
(E,, = E9 + E} = 3.4+ 3¢Ea, — |g}) = ﬁ(|2 0,0) + [2,1,0))

{ Eyp, = E§ + Ef = —3.4—3eEaq - |93) = ﬁ(|2,0,0> —12,1,0))

E;s =EJ+E}=-34+0 - |e3)=12,1,1)

\E;3 =EY+E;=-34+ 0 > |p3) =12,1,1)
Donc seules les énergies des deux premiers états seront affectées par la perturbation, au premier ordre. Le

changement d’énergie AE sera linéaire en champ électrique.




Chapitre lll Théorie des perturbations stationnaires indépendantes du temps

|
— (125, m = 0) +I2p, m = O))

3ea,e
% 2p,m=-1yand 2p, m = 1)
3eaye
l éllZ&,m=0)—|2p,m=0))
Exercice 3
Considérons une particule de masse m dans un puits de potentiel infini unidimensionnel de largeur a
0 0<x<a
Vi) = {00 partout ailleurs

La particule est soumise a une perturbation de la forme
W(x) = awy6(x —a/2)

ou a est une constante réelle de dimension énergétique, Calculez les corrections du niveau d'énergie de la
particule au premier ordre en fonction de w,.

Solution
Pour le systeme non perturbé, les valeurs propres et les fonctions propres d'énergie sont données par:

n?h%*n?

2ma?

Les corrections du premier ordre des valeurs propres d'énergie sont données par:

= WnlWiyn) = J\j:sm — (awod(x —a/2)) —sm (nzx) dx

= Zwojsm nnx 6(x —a/2)dx = 2w,ysin? (nzn)
0
El = {Za)o nimpair
n 0 n pair
L’¢énergie de particule est:
2h2n2

2ma?

En=Eq+E; = + (1= (=DMw,

Exercice 4

Considérons une molécule plane constituée de trois atomes : un atome de type A et les deux autres atomes
sont de type B ; voir Figure ci-dessous. Un électron dans la molécule peut se trouver au voisinage de chaque
atome. Si I'électron est proche de I'atome A, son énergie set E7; s'il est proche de I'un des atomes B, son
énergie est EY, ol (EY < EY).
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(3) (1) (2)
B A B
O—O—0

1- En premiére approximation, I'électron ne peut pas transiter d'un atome a l'autre. En utilisant la base
{11),12),13)} formée par les kets propres de I'Hamiltonien H,, écrivez la matrice de I'namiltonien H, pour
cette approximation,

2- Pour le cas ou un électron peut transiter d'un atome B a l'atome A et vice-versa, mais ne pouvant transiter
d'un B a un autre B, on note a I'énergie associée au transition de I'électron de I'atome A a un atome B, a <
E?,. Ecrivez la matrice W de la perturbation dans ce cas,

3- En utilisant la théorie des perturbations, calculez la correction du second ordre a I'énergie de I'état |1) et
la correction du premier ordre aux états |2)et |3).

4- Trouvez les valeurs propres exactes de H = H, + W. Montrer que lorsqu'un a < E?, on obtient le
résultat de la partie 3.

Solution
1-soit:

Ho|1) = E7|1), Ho|2) = E7|2), Hol3) = E7|3)
I'énergie E, est dégénérée deux fois:

la matrice de H, dans la base {|1),|2), |3)} formée par ses vecteurs propres est:

ES 0 0
Hy=(0 E? 0
0 0 E?

2- La perturbation W représente les transitions entre I'état |1) et chacun des états |2) et |3):
(1w)2) = 2|[W|1) = a et (1|]W][3) = 3|W|1) = a

les autre éléments sont nuls, alors la matrice de W est:

0
W =
3-la correction au deuxiéme ordre de E?

2
E, = E° + (1|W|1) + Zw

k+1

1[2IWIDZ  K2[W]1)? 2a?
E,=EY+0+ PR T T :E§+W
1~ b2 1~ b2 1~ LB

S O Q

© O Q
N~

Q Q

-la correction au premier ordre de |1)

100




Chapitre lll Théorie des perturbations stationnaires indépendantes du temps

3
[(k|W]1)]?
W) =10+ ) —5——1k)
E? — E?
k+1
[(2|W]1)|? [(3IW]1)|?
= 1)+ 2) + 3
1
aZ
=11 +z 2) + 3 ET —
[1h2) = 11) E2|>E1 g3 = 5k
\Ef—EQ

Le niveau d'énergie E?, est doublement dégénéré, nous devons donc utiliser la théorie des perturbations
pour un état dégénéré. Puisque les éléments de matrice de W entre les états |2) et |3) sont nuls, I'équation
séculaire est:
0—-2 0
0 0—-2

etdonc 2 = 0, et la correction du premier ordre au niveau d'énergie EY est nulle :

=0

E} = EY et EY = EY
On voit qu'au premier ordre la dégénérescence n'est pas levee.

4-L'hamiltonien total est

E} a a
H=Hy+W=|a E 0
a 0 E

Pour trouver les énergies propres de H, il faut résoudre I'équation det[H — AI] = 0. Un calcul explicite
donne:

E?—2 a a
a E—-2 0 |=0
a 0 E?—2

(E? —D(E3 —)? —a*(E} — 1) —a*(E) - 1) =0
(E3 = DIE? - D(EF =) —2a%] =0
(E9 = D[22 —A(EX+ E?) + E?E? —2a] =0

1
Az = E<E{’ +EX + \/(Ef —EN2 + 8a> et 13 =E?

On voit que la dégénérescence du niveau EJ n'est pas totalement levé par la perturbation, mais il est
partiellement levé .

Sia <« E?
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1 8a
/11,2=§ Ef+E§i(Ef—E§)\/1+

(EY — E3)?
Mg = %(Ef +E9 + (E) — ED) (1 + o 4—aEg)2>>
M=Q+E¥F
1 2
1 2

Ceci est en accord avec la correction de second ordre pour I'énergie EY.
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