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Exercice n°01

1° Calculer la trajectoire de phase de 1’oscillateur harmonique linéaire.

2° Tracer la trajectoire dans 1’espace des phases et trouver la surface limitée par cette
trajectoire.

3° Donner I’énergie classique de 1’oscillateur et montrer qu’elle est proportionnelle a la
surface déja calculée .Trouver le facteur de proportionnalité.

Exercice n°® 02

1° Considérons une particule de masse m libre de se déplacer a I’intérieur d’une boite cubique
de cote L.

a- calculer le volume de I’espace de phase f1(E) correspondant a une énergie de la
particule inferieure a E.

b- Donner pour la méme particule la fonction ¢(E’) et montrer qu’elle est proportionnelle
a 2(E) .Donner le facteur de proportionnalité.

a- Trouver en fonction de ©(E) le nombre d’états I'(E) dont 1’énergie comprise entre E et
E+dE

2° Considérons un gaz parfait monoatomique formé de Nparticules confinées dans une boite
cubique de coté L .N est supposé ici étre de 1’ordre du nombre d’avogadro.

a- Calculer le nombre d’états T'(E) dont ’énergie comprise entre E et E+dE

On donne le volume d’une sphére de rayon R dans un espace a n dimension.
T
V.= C.R" avec Cn = [},
WIS
b- Calculer I’entropie de ce gaz en fonction de E .
c- Déterminer la température T du gaz a 1’équilibre puis exprimer son énergie en fonction
de la température.

d- Déterminer la pression du gaz et déduire 1’équation du gaz dans ce cas .



Exercice n°03

On considére des évenements possibles n=0,1,...N et la distribution de probabilité de
s N , : 1
Boltzmann associee a la température T ,suivante : n,, = ;19‘5” avec ff = p

1° Calculer la fonction de partition z en fonction de . Nous rappelons 1’expression de la

i— EJ\- +0

somme d’une suite géométrique : 1L at = —
—a

2° En déduire I’expression de la fonction de partition pour un oscillateur harmonique
quantique décrit par la distribution de Boltzmann d’un ensemble canonique.Nous rappelons
que les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmonique quantiques sont :

E,=hv (n + %).Exprimer le résultat en fonction de sinh(@’).

3° L’ensemble grand canonique est un ensemble statistique, dans lequel chaque systeme
est en équilibre avec un réservoir externe d’énergie et de particules. Cela signifie que le
systéme peut échanger de 1I’énergie et des particules avec le réservoir, autrement dit, 1’énergie
et le nombre de particules sont alors amenés a fluctuer. On considére un gaz parfait formé de
particules identiques de mase m dans une boite de volume V.

1. Calculer la grande fonction de partition du gaz.

L
On donne : E;‘;u‘f—, =ef

Bon courage
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Exercice n°01 (06 points)

01- L’espace des phases est de deux dimension ( x, px=mi‘) 0.25

En appliquant le principe fondamental de la dynamique »F = ma 0.25

mx = —kx omX+kx=0 0.25

. k k
ox+ ;x =0 » €n posant @= "~ 0.25 I’équation différentielle devient :

0.25

- 2. _
oxtwx=10 0.25

On obtient une équation différentielle de deuxiemes degrés dont la solution est de la forme :

x= Asin(ot+p) 0.25 avec A est I'amplitude de vibration, o est la pulsation et ¢ est le déphasage.
Px=mX =mAo cos(ot+p) 0.25

A partir des équation paramétriques de x et de px , on peut facilement obtenir I'équation de la trajectoire,

2 2
x Py

comme suit : i + Tame)? =1, 0.50 qui est une trajectoire d’une ellipse avec des demi axe aetb

dont a=A et b= A et de centre (0,0). 0.25

02- Surface limitée par cette trajectoire :
La surface d’une ellipse est donnée par la relation suivante ;
S=nab= tA’me 0.25

L’énergie classique de I'oscillateur harmonique est :

1
E=E+E,  0.25 avec Ep=-| f, dx= [ kx rix:E kx®  0.25 d'ou I’ énergie classique est :

2

1
=2 4 Zkx® = contante 050
2m 2

03- De I'équation de la trajectoire on obtient la valeur de x :

x* P2 _,

I _|_ -_ =
A?  (Amw)? 0.50



x=Aﬂq| (Amw)? 0.25 par substitution dans I'équation de I’énergie classique on obtient:
z
1
P o1 kAt
+ 2
2 2
1
=p_x+_kAZ(1_r px}z)
2m 2 Ldmes 0.25
z 2 2
1 1 k
_Px +_kA2__kA3 Py z- —|— kAz——kA —Fx_ 5 et comme ®=
Zm 2 2 o) (amea) m
2
2 2 p z_ i P 2
_ Py 1 a2 1, P JE-I- kA k L opy 1, .3 1r=x 2 .
E= =+ kA? — Ck—= 5 m_k_z;" T kAT — == kA 0.50 on avait

déja : S=tA’m®m d’ou on en déduite :

1,5 [m1s k
E-—k:‘-lz ——k—- S |m =

rma 2 Xm "Nll L= z“\l moaa —8=vs 0.5 avec v est la fréquence de vibration.

Exercice 02 (08 points )

| a- Calcul du volume de I'espace des phase que je note Q(E)

ﬂ(E] f dt  0.25 avec dT est le volume infinitésimale de I’espace des phases. On est a trois
contraine

dimensions ce qui implique que I'espace des phases est a 6 dimensions .

dt = dxdydx dpxd'p}. dp, 0.5 3vec les contraintes suivante : 0<x<L;0<y<L et 0<z<L et pour

2
. . ¥ z
, P
I'énergie ona:y ZEop® <2mE 0.25

Q(E)=[

contraine

dxdydx dp dp,dp,=v fpzﬂmz dp.dp,dp, 025

Q(E)=V. V.phire  0.25 Vsphere est le volume d’une sphére de rayon R= 2mE

3
4 4 2
N(E)= V-E’JTRS = V-ETIKEMEJE 0.25 , Par conséquent le nombre de micro états inférieur 3 E est :

( j_nIE} Vv 4

=3 =3 ?T(szjz 0.50 Le facteur de proportionnalité est

_r
RVl 0,25
c- On a le nombre de micro états dont I'énergie est comprise entre E et E+dE est:

q:-l E} v 4 3 213 3 &E
I'(E) = 8E =5 .En[zm]z(gjz 5 OE ”"’(E]'E'? 0.50

20
Considérons un gaz parfait constitué de N particules sans interaction dans une boite de copté L

p
E=E, 112‘ 0.25



I'espace des phases est a 6N dimensions. Dans le cas de N particules :

a-ﬂ[E] fcaﬂtrum.e = fcaﬂ:ruiﬂe

N
Hi dx; d.}ridzidpxidpyidpzi 0.25

:Vﬁ_‘rz

N N
2 <2mE l_[i dpxdp}-dpz =V 'VS.FHERE VSPHERE est le volume

0.50 ’

de la sphére de rayon R a 3N dimension.

On a le volume d’une sphére de R et de dimension n est donnée par la relation suivante :

L
o /2 7 i

(@): R ; nous on est dans le cas d’une sphére de rayon R=(2m.E )2 et de dimension 3N  0.25
W3t

- 2ZmkE): D E - (Z2mE)? N
Vf}[ )* done: 2E) = f}[ )2y 0.25
a
E) = 86 _ w 2zmE) T Y
:>fP[ )= LT k”.ﬂ-.f%}. 0.25 Avec N! est attribué a N particules

indiscernables identique.

_ degiE) 3N &E
rE)= e SE - .;a(E:].?. > 0.50
b- L’entropie du gaz homogéne est S :  S=klog T'(E) % klog @(E) 0.25 pour N trés grand.

5= k{? log (2mmE) + Nlog(V) — 3Nlogh — logN! — log % !} 0.25 , en appliquant la

formule de Stirling on obtient la relation suivante :
Shom = k{% log (2mrmE) + Nlog(V) — 3Nlogh — NlogN + N —%.Eﬂg % —I-%} 0.25

dlp E}

Ir(E) = 8E  0.25 on peut aisément vérifier que klog @(E) = klog I'(E)

0.25

3 3N 3N 3N
5, =k{—log (2emE) + Nlog(V) — 3Nlogh — NIogN—l—N——Iog—-l——}

o 2 2
3N 3
= Nk {Elog (2memE) + log(V) — 3logh — logN + 1 ——Iog— + }
0.25
- V5,3, tm
=Nk {Iﬂg‘”+z +zlﬂ amhz} 0.25
1 8%m
4° La relation entre la temperature et I'entropie : on sait que : T~ A On peut écrire que:
0.25
ANk
Spem = Nk {IOQE + g + %Iﬂ ;hﬂ;z } 0.50 = constant +— log Eo.2s



1 _ 35 3Nk 8 3NK 1
les autres termes ne dépendent pas de I’énergie. T = :;m = > 3F (Iﬂg E] =3 ‘g™ E-— NET.
0.50
) P 3Spm
5° La pression du gaz est: == — 0.25 Avec dans ce cas; Sy, = constante + NklogV
p _ Nk L 3
=5~ v D’ou I’équation d’état d’un gaz parfait est PV=NKkT. 0.25
0.25
Exercice 3° (06 points)
N : 1—g~ PN+
1YY p, 1= = E” pexp(—pn) =1 025 =z =%"_ exp(—fn) =z = —F— 050

2°p = iexp'[:—ﬁhr} avec z = N exp(—fe,) = T exp (_ﬁhl’ (71 + %)) 0.50

,E’i'ﬂ

1—g— FRV(N+1) —Bhy 1
) e pexp(— ,ﬁ'hwl}-exp(—) Jim — s _exp{ - 1)'1-5—3?'» 0.50

1 1
L_Exp[%}_E'-W[@Tfsinh[:%]' 0.25

3° la fonction grand canonique est donnée par : Z ; = EJ-.,.- Z £l Zg g ~FlemuN) 0.25

Zo =5 eV Ty Tehe TR etz 050

avec Z . est la fonction de partition canonique .

Calcul de la fonction de partition canonique pour une particule :

z oL [t pe t [orép, -E—m-_ ([ ar fff e 5 .dp 00

N RE N R

on obtient alors que :

v B +oo _pEE tom —p— —.E
ZG=F . m dp e Tamdp, . [ e a-'H.dp}_._Ir_m zm. dp_. 0.50
) (f)"- ©)"
e el A3 A3 avec a=, 0.25
v v 3 3
my {2 Zmm 2 v {.
Donc: Z,, =F'{Ej =F'{ z ) = (2mmkzT) /2 0.50
Pour N particules indiscernableson:  z,-(z.)" = w_hﬁ [Enmk T] 0.50
oa 1 v
Pour la fonction grand canonique ,onaalors: Z, = X3 e+'g“""' e (2mmkyg T] 0.25



i N
+8u ¥V 8y

7 = MI:E 'g":.h—a.k_mﬂkgl"} -}

G T =N

L
- 0.25 Oronadéja: Z;u‘l:—, = ef donc , on obtient:

3
Z.=exp (e”}“.%. (2mmkgT) “3) 0.50



